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AVANT-PROPOS DU RÉDACTEUR 


Parmi les diverses tendances d'application de la technique du 
calcul au niveau du deuxième cycle il en est une qui est en passe 
de s'imposer aux autres. Elle est liée à la simulation sur calcula- 
teurs des processus étudiés dans les diverses disciplines scientifiques. 
Cette tendance n’est pas un caprice de la mode mais un impératif 
du temps. Chaque ingénieur se doit — s'il aspire à être un homme 
de science complet — de connaître l’abc des calculateurs. Mais l'im- 
plantation de ces derniers dans les instituts et universités implique 
une profonde réforme des méthodes et programmes et ne saurait 
en aucun cas se limiter à l’organisation d’un parc de machines assez 
développé. Les étudiants ne pourraient tirer le meilleur parti des 
calculateurs que s’ils ont préalablement suivi un cours de program- 
mation qui fasse une part importante à l'usage des calculateurs 
tant sur le plan pratique que théorique. Les résultats les plus specta- 
culaires sont fournis par la simulation sur machines analogiques 
de processus décrits par des équations différentielles ordinaires. 
La simulation analogique permet une étude exhaustive et rigoureuse 
du phénomène considéré et offre en même temps aux étudiants la 
possibilité de se rompre la main dans les méthodes modernes de 
simulation des processus industriels. 

Le présent ouvrage est le premier livre d’un cours en deux volu- 
mes dont l'objectif est de promouvoir l’utilisation des calculateurs 
dans la formation des spécialistes. 

A l'inverse des traités traditionnels de simulation analogique, 
cet ouvrage n'’exige du lecteur aucune connaissance d'’électrotechni- 
que, d'électronique et de théorie de la commande automatique. 
L'exposé repose intégralement sur le cours d'analyse du second cycle. 
L'esprit de cet exposé semble le mieux répondre à l’évolution actuelle 
des techniques de calcul. Ce qui est primordial pour l'utilisateur 
c'est bien plus l'aspect mathématique de l'organisation du travail 
de la machine et des méthodes de résolution des problèmes que son 
« substratum » électrono-physique. 

Le premier livre revêt un caractère plus théorique. Il est composé 
de trois parties. La première (chapitres 1 à 3) traite du principe de 
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fonctionnement des calculateurs analogiques modulaires. La deuxiëè- 
me (chapitres 4 à 10) est consacrée aux méthodes de programmation 
des calculateurs analogiques. On sait que les équations différenticl- 
les données sous forme d’un problème de Cauchy sont les plus facile- 
ment réalisables sur machine. Si donc l’on a affaire à un problème 
d'une autre classe on lui cherchera un problème de Cauchy équiva- 
lent pour pouvoir le résoudre efficacement sur la machine. Cette 
réduction du problème initial à un problème de Cauchy fera l’objet 
de la deuxième partie. La troisième partie (chapitres 11 à 13) est 
d'un caractère plus appliqué. 

Le deuxième livre développe les méthodes exposées dans le 
premier, mais appliquées à la simulation de processus concrets 
étudiés en mécanique théorique, physique générale, électrotechnique, 
chimie physique, théorie des machines et mécanismes, résistance 
des matériaux et dans d’autres disciplines. La structure de ces livres 
permet d'étudier dans un même esprit méthodologique les problèmes 
de simulation qui se rencontrent dans la plupart des disciplines 
de l'ingénieur. 

Certaines méthodes de simulation sont exposées pour la première 
fois. Elles sont pour la plupart le fruit des travaux du séminaire 
scientifique organisé et dirigé par l’auteur à l’Institut de l'acier 
et des alliages de Moscou. 

La publication de ce livre en U.R.S.S. a permis de combler dans 
une certaine mesure le fossé existant entre les cours traditionnels 
de mathématiques et de programmation d’un côté et les disciplines 
de l'ingénieur de l’autre. 

Initialement prévu pour les « cybernéticiens », ce livre pourra 
être utilisé avec profit par les élèves des instituts techniques des 
orientations les plus diverses, les élèves de troisième cycle et les 
professeurs. 


S. Emelianov, 

membre correspondant 

de l'Académie des sciences 
de l'U.R.S.S. 


AVANT-PROPOS DE L'AUTEUR 


Ce premier livre du cours de simulation analogique est destiné 
aux étudiants de deuxième année des établissements d'enseignement 
supérieur technique en U.R.S.S. 

L'objectif de ce cours est de dispenser aux étudiants les bases 
théoriques nécessaires à la compréhension des notions, principes et 
méthodes qui leur permettront d'utiliser les calculateurs analogiques 
dans l'étude de disciplines spéciales. 

Cette orientation correspond à la plus efficace sphère d’applica- 
tion des calculateurs analogiques : la résolution des équations diffé- 
rentielles ordinaires qui constituent par excellence l'appareil mathé- 
matique d'étude dans la plupart des disciplines de l'ingénieur. 

On ne saurait aspirer à l’assimilation d’un cours de simulation 
sans se rompre la main à résoudre des problèmes sur machine. Aussi 
cet ouvrage est-il émaillé d’un grand nombre de problèmes d'exer- 
cices et d'exemples résolus en détail, bien que les travaux pratiques 
fassent essentiellement l’objet du second livre. 

Le présent ouvrage a été écrit par l’auteur à l’Institut de l'acier 
et des alliages de Moscou, au sein d’une équipe dirigée par S. Emelia- 
nov, membre correspondant de l’Académie des sciences de l'U.R.S.S., 
auquel l’auteur est redevable pour sa sollicitude et ses conseils qui 
ont joué un rôle déterminant aussi bien dans la mise au point que 
dans le choix des principales conceptions méthodologiques du livre. 

L'auteur est profondément reconnaissant à ses collègues, les 
professeurs I. Bazilévitch et E. Braverman et le chargé de cours 
L. Rumchiski pour leurs conseils et leurs remarques au sujet du 
manuscrit. 


L'auteur 


INTRODUCTION 


On distingue deux classes de calculateurs électroniques selon 
la représentation et le traitement de l'information. 

Les machines d'un de ces types portent le nom de calculatrices 
numériques. L'information y est représentée sous forme de nombres 
donnés par une suite de chiffres, la notion de chiffre ayant ici un 
sens assez large. Un nombre peut être un mot d’un langage, un chiffre 
peut être représenté par une lettre (symbole) d’un alphabet quelcon- 
que. La notion de calcul est prise aussi dans une acception large. 
Le calcul sur machine numérique n'est plus simplement une exécution 
d'opérations arithmétiques, mais tout traitement des données ini- 
tiales. Dans cet ordre d'idées, par calcul on entend également la 
rédaction et le traitement d'un texte, par exemple, la traduction 
automatique d’une langue dans une autre. 

Dans les calculatrices numériques, l'information est traitée 
à l’aide de programmes. C’est le programme qui fait des calculatrices 
numériques des machines universelles. Tout domaine de l'activité 
de l’homme reposant sur le traitement d'une information est auto- 
matisé à l’aide des calculatrices numériques. Les calculatrices numé- 
riques sont capables de résoudre tout problème dont la solution a été 
programmée. Le programme est une suite finie d'opérations arithmé- 
tiques et logiques, dont l’exécution successive conduit au résultat 
correspondant aux conditions initiales données. Pour passer de la 
résolution d’un problème à un autre il suffit d'introduire dans la 
machine un nouveau programme avec de nouvelles données initiales. 
Ce faisant il n’est pas indispensable de modifier le fonctionnement 
des organes de la machine ou la connexion de ces organes. La structure 
de la calculatrice (la connexion de ses organes) est inamovible et 
ne dépend pas du problème à résoudre. 

Les machines de l’autre type sont appelées calculateurs analogi- 
ques. Dans ces machines l'information à traiter se présente sous 
forme de grandeurs physiques (grandeurs analogiques) qui sont des 
fonctions continues du temps. Le calculateur analogique est consti- 
tué d'opérateurs effectuant chacun une opération mathématique. 
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Pour résoudre un problème il faudra donc connecter les opérateurs 
en fonction des opérations à effectuer. Pour passer d’un problème 
à un autre il faudra à chaque fois modifier les connexions des opéra- 
teurs. Contrairement à la calculatrice numérique, la structure (opé- 
rateurs et connexions) du calculateur analogique dépend du problè- 
me à résoudre. Pour cette raison les calculateurs analogiques sont 
des machines spécialisées et le procédé de traitement de l'information 
est dit structurel. 

Le champ d'application des calculateurs analogiques est moins 
étendu que celui des calculatrices numériques. Le calculateur analo- 
gique excelle dans la résolution des équations différentielles ordinai- 
res. L'aisance avec laquelle sont résolues ces équations a conduit 
ces derniers temps à la création d’un nouveau type de calculateurs 
hybrides qui sont des machines analogo-numériques cumulant les 
qualités des deux classes de machines. 

Les premiers témoignages faisant état de l'utilisation de procédés 
analogiques dans le calcul remontent au IVe millénaire avant J.-C., 
à l’époque des états esclavagistes akkadosumériens de Mésopotamie. 
Les Babyloniens qui peuplèrent par la suite la Mésopotamie connais- 
saient la similitude et se servaient en agriculture d'instruments 
analogiques basés sur la propriété du triangle rectangle, propriété 
qui ne fut démontrée que mille ans plus tard par Pythagore. 

Les Grecs construisirent vers l’an 80 avant J.-C. un planétarium 
muni d'instruments analogiques inspirés du modèle du système 
solaire institué par Claudius Ptolémée. 

Les calculateurs analogiques en tant qu'intégrateurs furent 
construits et décrits pour la première fois en 1876 par les frères 
James Thomson et sir William Thomson (lord Kelvin). Indépendam- 
ment d'eux, l’académicien russe Krylov en 1903 et l'Américain Bush 
en 1931 mirent au point des analyseurs différentiels qui étaient 
des dispositifs d'intégration mécaniques. 

Les calculateurs analogiques modernes doivent leur naissance 
au développement de la radioélectronique, à l’invention et au per- 
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fectionnement de l’amplificateur à courant continu. 


CHAPITRE PREMIER 


MACHINES ANALOGIQUES 
ET SIMULATION 


$ 1. Introduction 


La simulation est une forme particulière de l'expérience. Dans 
une expérience ordinaire, l’expérimentateur exerce une action im- 
médiate sur l'objet étudié. Dans la simulation ce contact n'existe 
pas en ce sens que l’expérimentateur n'agit pas directement sur 
l’objet (l’original) mais sur son modèle. La résolution de problèmes 
mathématiques ou techniques sur calculateur analogique se ramène 
somme toute à uneexpérience sur un système physique conçu sciem- 
ment de telle sorte qu'il présente une équivalence mathématique 
avec le problème à résoudre. La résolution des problèmes sur calcu- 
lateur analogique est appelée simulation et le calculateur analogique, 
modèle. La possibilité de créer de tels modèles tient à la similitude 
de la description mathématique de phénomènes de nature physique 
différente. Citons quelques exemples. 

En mécanique on sait que la variation de l'énergie cinétique 
(T = mv°/2) d'un corps est égale au travail des forces extérieures 
qui lui sont appliquées. S'agissant de la force de frottement F#r 
qui s'oppose au déplacement de ce corps, cette loi est exprimée par 
l'équation 


où x est le déplacement. 

En physique, dans la « Chaleur », on étudie des phénomènes 
liés à un transfert de chaleur, autrement dit à un flux de chaleur. 
Un flux de chaleur gx dans la direction zx est lié à la variation de la 
température T dans cette direction et est régi par la loi de Fourier: 


dT 
ch — RE 


où À est le coefficient de conductibilité. 
En « Electricité » la loi différentielle d'Ohm établit une relation 
entre la quantité d'électricité qui traverse dans l’unité de temps (le 
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courant i) un fil de résistance linéique p, et la variation de la chute 
de tension uw dans la portion x du fil: 
1 du 


= —— — 


p dr” 


En « Cinétique » (Chimie physique), une loi fondamentale, la 
loi de Fick relie le transfert de matière (le flux de matière g,.) dans 
une direction x à la variation de la concentration C dans cette direc- 
tion : 


ac 
8ÿm= —D——, 


où D est une constante. 

Toutes ces expressions présentent la même structure mathémati- 
que, alors que leur signification physique est différente. Les expres- 
sions mathématiques de même structure sont dites isomorphes. Elles 
ne se distinguent que par le contenu physique des symboles qui 
y figurent. 

L'isomorphisme mathématique des divers systèmes physiques 
permet d'étudier certains systèmes à l’aide d'autres. En laboratoire 
on peut ainsi étudier des processus thermiques sur un modèle méca- 
nique. Le choix d’un modèle mécanique pour la simulation de phéno- 
mènes thermiques présente beaucoup d'avantages, notamment la 
simplicité, le prix de revient modéré, la facilité des expériences, la 
sécurité, etc. Cependant il est très important que le modèle mathé- 
matique reproduise assez bien l'original de façon que les observations 
et les conclusions faites sur le comportement du modèle mécanique 
permettent de caractériser qualitativement et quantitativement les 
processus qui se déroulent dans l'original. 

Le fonctionnement des machines analogiques est fondé précisé- 
ment sur le principe de l’isomorphisme mathématique. 

D'une façon générale, on appelle machine analogique tout système 
physique dont les grandeurs physiques continüment variables sont 
liées entre elles par des relations mathématiques analogues à celles 
du système physique étudié ou du problème mathématique pose. 


$ 2. Deux types de calculateurs 
analogiques 


On distingue actuellement deux types de calculateurs analogiques 
qui sont l'aboutissement d'une longue évolution historique. L'objet 
de simulation y est différent. Les premiers simulent, par opérations, 
les équations mathématiques à résoudre ; les seconds, les composantes 
du système physique étudié. On dit encore que les premiers réalisent 
une simulation mathématique et les seconds, une simulation physique. 
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Les calculateurs du premier groupe portent le nom de calcula- 
teurs analogiques modulaires. I]s sont constitués d'opérateurs réalisant 
chacun une opération mathématique bien définie : addition, multi- 
plication, intégration, dérivation, transformation de fonctions, etc., 
en d’autres termes les opérateurs des calculateurs analogiques modu- 
laires sont équivalents aux opérations mathématiques. Le schéma 
du calculateur sera donc constitué d’opérateurs en fonction des 
opérations qui sont à effectuer dans les équations. La figure 1.1, a 


Conditions Conditions 
unttiales enitiales 


Fig. 1.1 


représente un schéma comportant deux intégrateurs. L'intégrateur 
délivre l'intégrale de la variable introduite à son entrée, par rapport 
à une variable indépendante, dont la nature physique est liée au type 
du calculateur utilisé. Dans les calculateurs analogiques électroni- 
ques cette variable indépendante est le temps. La valeur initiale de 
la variable de sortie est donnée avant l'intégration, ce qu'on note 
à l’aide d'une flèche accompagnée de l'inscription correspondante. 

Désignons par y (t) la variable de sortie de l'intégrateur 2 et 
montrons que le schéma de la figure 1.1, a résout l’équation diffé- 
rentielle cu = y. 

En effet, si à la sortie de l’intégrateur 2 on obtient la variable 
y (t), c'est qu’à l’entrée (i.e. à la sortie de l’intégrateur 7) est appli- 


quée la variable 4. Or cette variable est elle-même variable de 
sortie de l’intégrateur 7, donc à l’entrée de l'intégrateur Z on doit 


2 
avoir la dérivée de = par rapport au temps, i.e. - a . Cette relation 
entre la sortie de l’intégrateur 2 et l’entrée de l’intégrateur J se 
traduit mathématiquement par l'égalité 5 — y. Les équations 


différentielles de ce type décrivent la distribution stationnaire de 
Ja température dans une tige homogène, placée dans un milieu de 
température constante T (fig. 1.1, b). Aux extrémités de la tige 
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la température prend les valeurs constantes T, et T,. La solution 
générale de cette équation est y (f) = À sht + B cht, où À et B 
sont des constantes dépendant des conditions initiales ou des condi- 
tions aux limites données. 

Les calculateurs analogiques du second groupe portent le nom 
de modèle analogique. Ils simulent le problème dans sa position 
physique en vertu de la méthode des analogies. 

Dans ce type de calculateurs le modèle est fractionné non pas 
en opérations mathématiques, mais en éléments physiques qui sont 
mathématiquement isomorphes à ceux qui constituent l’objet étudié. 


C C, C 
DR 


La figure 1.2 représente un système thermique et ses analogies 
hydraulique et électrique. La comparaison de ces modèles montre 
que l’analogue de la température T est la pression hydraulique H 
dans le modèle hydraulique et la tension U dans le modèle électri- 
que ; l’analogue de la résistance thermique R4, est la résistance hy- 
draulique R:, des tubes de communication et la résistance électrique 
Re. L'analogue de la capacité thermique C4, dans a est l'aire de la 
section horizontale S; des vases dans b et la capacité électrique des 
condensateurs Ce; dans c. 

Les modèles hydraulique et électrique du système thermique 
permettent d'étudier la distribution de la température dans ce 
dernier. Si l’on a à étudier un système thermique comprenant par 
exemple un nombre plus grand de résistances et capacités thermi- 
ques il suffit d'accroître le nombre des vases communicants ou des 
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circuits ReCe. Ce simple passage de la simulation d’une variante 
du système thermique à la simulation d’une autre variante donne 
l'impression d’une résolution a-mathématique du problème de la 
distribution de la température. Mais c'est une fausse impression. 
En effet l’isomorphisme mathématique de ces systèmes a été démontre 
a priori au niveau d'éléments physiques de même qu'ont été impli- 
citement formulées les règles d’une association des éléments du modè- 
le analogique telle que l’isomorphisme mathématique s'étende au 
modèle tout entier. On conserve donc une correspondance directe 
entre les éléments du système physique original et son modèle. 
Tous les éléments étudiés du système physique sont représentés 
dans le modèle par des éléments analogues correspondants. 

Lorsqu'on résout sur un calculateur analogique modulaire des 
problèmes de mathématiques décrivant le comportement d'un cer- 
tain système physique, on choisit généralement le schéma le plus 
simple d'association des opérateurs. Un tel modèle de problème 
représente de façon économique le comportement de l’ensemble du 
système original, mais dans de nombreux cas il ne reflète pas directe- 
ment le comportement de chaque élément du système. 

Les calculateurs analogiques modulaires sont plus universels. 
Les modèles analogiques sont plus spécialisés et leur structure 
est conditionnée par les particularités des systèmes physiques 
étudiés. 

La résolution des problèmes sur calculateurs analogiques modu- 
laires est précédée d’une analyse des données initiales et du choix 
de la méthode d'assemblage des opérateurs. Ce processus s'appelle 
programmation des calculateurs analogiques. La programmation se 
fixe deux objectifs. 

Le premier, qui est organisationnel, consiste à établir un système 
de calcul par l'établissement de liaisons entre divers opérateurs. 
Toute liaison traduit le transfert du résultat d’une opération mathé- 
matique de la sortie d'un opérateur aux entrées d’autres opérateurs. 

Le second objectif consiste à représenter les variables mathéma- 
tiques initiales par des grandeurs physiques moyennant le choix 
d'une échelle convenable. 

Le résultat de la programmation, le programme, est un schéma 
fonctionnel sur lequel les opérateurs sont représentés par des symbo- 
les et les liaisons par des lignes. 

La résolution de problèmes sur calculateur analogique suit le 
même cheminement que l'expérience. Cette similitude apparaît 
particulièrement dans les méthodes de détermination du résultat 
final. La résolution du problème se ramène à la mesure des grandeurs 
physiques à l’aide d'appareils; à l'enregistrement de la variation 
de ces grandeurs par rapport au temps par des enregistreurs ; à l’ob- 
servation de la variation de ces grandeurs à l’aide d’un oscillographe 
spécial. 

1 
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A l'heure actuelle, les calculateurs analogiques électroniques 
s'avèrent plus commodes pour la résolution des problèmes que leurs 
prédécesseurs mécaniques, en raison essentiellement de leur haute 
fiabilité, de leur vitesse, d'appareils électroniques modernes de 
mesure, d'enregistrement et de visualisation. 

Dans les calculateurs analogiques modulaires, la tension du 
courant continu est une grandeur physique qui représente à une 
certaine échelle les variables du problème à résoudre. Pour cette 
raison la tension est appelée variable machine. 

Les divers opérateurs sont reliés entre eux par des fils électriques 
qui transmettent la tension de sortie des uns aux entrées des autres. 


$ 3. Questions 


1. Qu'est-ce que le principe de l'équivalence mathématique des 
lois physiques ? 

2. Quels sont les points communs entre le procédé analogique 
de résolution des problèmes sur calculateur analogique et l'expé- 
rience ? 

3. De la règle à calcul, du compteur électrique et du posemètre, 
quels sont ceux qui fonctionnent suivant un principe analogique ? 

4. Comparer les calculateurs analogiques modulaires et les 
modèles analogiques. 

5. En quoi consiste la programmation des calculateurs analogi- 
ques ? 

6. Définir la variable machine et expliquer comment elle est 
liée à la variable mathématique. 


CHAPITRE 2 


CALCULATEURS ANALOGIQUES 
MODULAIRES 


$ 1. Composition et destination des organes 
des calculateurs analogiques 


Les performances d'une machine sont caractérisées par le nombre 
et la nature de ses opérateurs. Plus le nombre d’opérateurs est élevé 
et leurs possibilités diversifiées, plus la machine est en mesure de 
s'attaquer aux problèmes les plus complexes, i.e. les problèmes 
qui comportent un très grand nombre d'opérations. Pour cette raison 
les calculateurs analogiques modulaires sont répartis en trois classes 
en fonction du nombre d'opérateurs : 

première classe : petits calculateurs analogiques (jusqu’à 20 opé- 
rateurs), 

deuxième classe : moyens calculateurs analogiques (entre 20 et 
60 opérateurs), 

troisième classe : gros calculateurs analogiques (plus de 60 opé- 
rateurs). 

Les gros calculateurs se distinguent des autres par l’adjonction 
de dispositifs perfectionnés, facilitant le maniement de la machine: 
dispositifs de programmation numérique automatique et de contrôle, 
systèmes automatiques de mesure et d'enregistrement de la tension 
(traceurs de courbe, imprimante numérique, etc.). 

Les calculateurs analogiques se partagent en spécialisés et non 
spécialisés ou universels, suivant la composition de la machine. Les 
calculateurs spécialisés sont destinés à la résolution d'une classe 
étroite de problèmes. Par la composition, le nombre et le type d’opé- 
rateurs, ainsi que par les divers dispositifs auxiliaires les calcula- 
teurs spécialisés assurent la résolution la plus efficace des problèmes 
de la classe spéciale correspondante. Il existe des calculateurs qui 
sont confinés dans la résolution d’un seul problème, bien entendu 
avec des données initiales différentes. Dans ces machines la conne- 
xion des opérateurs est réalisée une fois pour toutes. Ces machines 
trouvent leur débouché dans les divers systèmes de commande auto- 
matique d'objets et de processus. 

Les calculateurs analogiques non spécialisés sont à peu de choses 
près constitués des mêmes opérateurs. La figure 2.1 représente un 
schéma des principaux organes fonctionnels. 
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1. Les opérateurs sont destinés à effectuer les opérations mathé- 
matiques. 

2. Le panneau de câblage assure les interconnexions nécessaires 
des divers opérateurs par des câbles électriques terminés par des 
fiches monopolaires. Ces câbles sont appelés cordons de connexion. 
La connexion électrique des divers opérateurs est réalisée par l’intro- 
duction de ces fiches dans des douilles spéciales situées sur le panneau 


Calculateur 
analogique 


Jources 
d'atimenta- 


con 


Fig. 2.1 


de câblage. Dans certains calculateurs, le panneau de câblage est 
amovible, ce qui permet d'effectuer les commutations nécessaires 
à l'extérieur de la machine. Ceci autorise une utilisation plus efficace 
du calculateur, car on peut à la fois résoudre un problème et en 
composer un autre. Le panneau de câblage est rarement amovible 
dans les petits calculateurs. 

3. Le système de commande sert à coordonner les organes du cal- 
culateur. Le programmeur se sert du pupitre de commande pour 
sélectionner l’un des quatre modes suivants: 

Premier mode : préparation. À cette étape on règle les caractéris- 
tiques et les paramètres des opérateurs. 

Deuxième mode: résolution du problème. Cette résolution peut 
être effectuée une seule fois ou reprise plusieurs fois ; cette répétition 
automatique est appelée périodisation. 

Troisième mode: interruption automatique de la résolution à la 
réalisation d’une condition ou sur instruction du programmeur. 
Ce mode est utilisé d'habitude pour figer et mesurer les valeurs des 
variables machine ou pour modifier les commutations entre les 
opérateurs du calculateur. 

Quatrième mode : initialisation. On se sert de ce mode pour repren- 
dre la résolution du problème dans le cas où celle-ci se fait sans itéra- 
tions. 

4. Les appareils de mesure et d'enregistrement sont composés 
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d'instruments de mesure à aiguille du type voltmètres, des voltmètres 
numériques et des voltmètres enregistreurs. Ils servent à mesurer 
les variables machine pendant l'interruption de la résolution et pour 
le réglage des opérateurs à l'étape de la préparation de la machine 
à la résolution du problème. Les appareils de visualisation sont 
dans la plupart des cas constitués d’oscilloscopes à plusieurs faisceaux 
avec écran à fluorescence rémanente, ce qui permet d'observer simul- 
tanément un grand nombre de variables machine. On emploie sou- 
vent des oscilloscopes à cadre pour enregistrer les variations 
des variables machine sur des rubans spéciaux en papier photosen- 
sible. 

5. Les sources d'alimentation servent à transformer la tension 
industrielle en tensions indispensables au travail de tous les organes 
de la machine. Les sources d'alimentation doivent fournir une ten- 
sion très stable, toute variation de cette dernière étant interprétée 
comme une Variation de la variable machine. 

La figure 2.2 représente les principaux opérateurs d’un calcula- 
teur. Les sommateurs (additionneurs) effectuent l’addition des don- 


Multiplieurs 


Fig. 2.2 


Generateurs 
de fonc- 
Lions 


Integrateurs 
et deriva- 


nées d'entrée. Les intégrateurs et les dérivateurs réalisent respective- 
ment l'intégration et la dérivation de la variable d'entrée par rap- 
port au temps. Le multiplieur fait le produit de deux tensions d'entrée. 
Les générateurs de fonctions servent à produire des fonctions non 
linéaires. Parmi les autres opérateurs on distingue les sources de ten- 
sion, les blocs de retard, les opérateurs de commande préprogram- 
mée, les opérateurs de relais, etc. Les opérateurs sont à leur tour 
des appareils composés. Ils sont constitués d'éléments (résistances, 
condensateurs) et d’appareils (diodes, relais électromagnétiques, 
amplificateurs de tension). 
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$ 2. L’amplificateur opérationnel (AO) 


L’'AO est l'élément de base de la plupart des opérateurs. Il sert 
à amplifier la tension électrique. 

Dans la suite l’AO sera représenté par le schéma de la figure 2.3, 
où e- est la tension l'entrée, v,.. la tension de sortie, À le gain en 


lg ; 
ss 
L 


Fig. 2.3 


tension. L’AO possède des propriétés qu'il est important de connaître 
lorsqu'on manipule un calculateur analogique. 

1. Le gain est énorme: À > 4 -104, dans les meilleurs cas il est 
de l’ordre de 4108. 

2. Les tensions d'entrée et de sortie de l’AO sont de signes con- 
traires. C'est une très importante propriété que les constructeurs 
cherchent délibérément à obtenir par montage d’un nombre impair 
d'étages d'amplification (généralement trois). 

3. Le domaine de variation de la tension de sortie de l’AO est 
—E pax < Usor L Emax. L'intervalle de variation des variables 
machine étant borné, il faut, en préparant le problème, changer 
l'échelle des variables mathématiques de telle sorte que les tensions 
électriques qui leur correspondent soient comprises dans cet inter- 
valle. Dans [—E ax, Emaxl l’amplificateur possède une bonne 
linéarité. En dehors de cet intervalle on constate la présence de 
distorsionsnon linéaires qui introduisent des erreurs dansles opérations 
mathématiques. Dans les calculateurs à tubes en général E,4, — 
— 100 volts, dans les calculateurs à semi-conducteurs Emax — 10 
ou 50 volts. 

4. L'entrée de l’AO (le point « a ») est pratiquement mise à la 
masse. On veut dire par là que la tension à l'entrée de l’amplifica- 
teur est très petite et le potentiel électrique du point «4 a » est prati- 
quement confondu avec celui de la masse. Pour calculer la valeur 
du potentiel au point « a » on se sert de la formule us — —€eX, 


d'où e, = — RE. Pour la valeur maximale de u,,, — 100 V et la 


Valeur minimale de À — 4104, on obtient e, — —2,5 mV. 
5. L'AO est construit spécialement pour que le courant d'entrée 
i, Soit pratiquement nul, i.e. le premier étage n'en consomme pas. 


Le courant d'entrée se calcule à l’aide de la loi d Ohm à, = =<, 
en 
il dépend de la tension d'entrée e, qui est basse et de la résistance 


$ 2] L'AMPLIFICATEUR OPÉRATIONNEL (AO) 25 
EE  — — — 


d'entrée Rent qui est élevée. La valeur numérique de R.nt est défi- 
TN la résistance de l'isolement entre les contacts d'entrée de 

6. L'AO est inertiel. Cette inertialité se traduit par le fait que 
la variable de sortie u,,, (t) ne réagit qu'avec un certain retard à la 
variation de la variable d’entrée e, (t). Cet écart entre les variables 
est d'autant plus marqué que la vitesse de variation de la tension 


71(4 


d'entrée e, est plus grande. La figure 2.4, a représente la variable 
d'entrée sous forme d’un échelon de tension 
O0 pour {t<<0, 
eg(t)= À To pour OSI<T, 
0 pour {>T. 


La variation respective et assez typique de la tension de sortie est 
représentée par la courbe de la figure 2.4, b, d’où il ressort que la 
tension de sortie —z,X de l’amplificateur n'apparaît pas tout de 
suite, mais au bout d’un certain temps. D'autre part la forme de la 
variable de sortie diffère de celle de la variable d'entrée. La cause 
en est que la relation qui lie les variables d'entrée et de sortie, soit 
Usor — —,K, est approchée et elle est d'autant plus exacte que 
e; (t) varie lentement. L'étude détaillée des processus électriques 
qui se déroulent dans le schéma électronique de l’AO nous conduit 
à une équation différentielle qui lie les variables d'entrée et de sortie. 
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Cette étude est l’objet de disciplines spéciales telles l'électronique 
appliquée ou la radiotechnique théorique. Dans la programmation 
des calculateurs analogiques, l’inertialité de l’AO est négligée, car 
l'AO est spécialement conçu pour que son inertie soit petite et n'in- 
troduise pas d'erreurs supplémentaires dans les opérations mathéma- 
tiques. Mais si la vitesse de variation des variables machine est 
élevée, il faut tenir compte de cette inertie sous une forme ou une 
autre. Pour le faire avec le plus de précision, il faut considérer une 
équation différentielle décrivant le fonctionnement de l'AO. On 
peut néanmoins tenir compte de l'inertialité de l’'AO d’une façon 
approchée en admettant qu'il est à retard et à post-action. La figu- 
re 2.4, c représente une approximation parfaite du fonctionnement 
d'un AO. La variable de sortie reproduit la forme de la variable 
d'entrée avec un retard 7.. À la fin de l'application de la variable 
d'entrée (l'instant 7) la tension de sortie se maintient pendant un 
temps Th) à la sortie de l’AO. Cet intervalle de temps T, est appelé 
temps de post-action. 

7. Dans la plupart des AO il existe une tension de dérive du zéro, 
i.e. une variation lente de la tension de sortie même si les bornes 
d'entrée de l'amplificateur sont à court-circuit (i.e. e, — 0). Les 
variations de la tension de sortie peuvent être assimilées à une 
variation équivalente de la tension d'entrée, appelée dérive du zéro. 
La dérive a son origine dans une variation progressive de l’émissi- 
vité des tubes et de la valeur nominale des sources d’alimentation, 
dans les variations de la température et de l’humidité du milieu 
ambiant, etc. La dérive du zéro est une source d'erreurs de calcul. 
J1 convient donc de vérifier périodiquement la dérive des amplifi- 
<ateurs et en cas d'écarts considérables de régler le zéro à l’aide de 
dispositifs spécialement prévus à cet effet. En général, dans les 
calculateurs de précision moyenne, la dérive du zéro ne doit pas 
excéder à la sortie 1-2 mV en 10 mn. Il existe des schémas d'amplifi- 
cateurs opérationnels excluant toute dérive. 

Il nous faut ensuite nous pencher sur les processus électriques 
qui ont lieu dans les opérateurs mettant en jeu des AO afin de déter- 
miner la nature des opérätions mathématiques pouvant être effec- 
tuées par les opérateurs respectifs. Pour simplifier on décrira un 
AO idéal. Dans la plupart des cas on admettra que l’AO possède 
un gain infini, qu'il est non inertiel et ne possède pas de dérive. 
Les erreurs introduites par cette idéalisation seront considérées 
séparément lorsqu'on étudiera la précision des calculateurs. 


$S 3. Sommateur 


Le circuit électrique de la figure 2.5, a effectue la sommation 
des tensions d'entrée multipliées par des facteurs constants. Mon- 
trons-le. Considérons les processus électriques qui ont lieu dans ce 
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circuit et définissons la valeur des coefficients en fonction des para- 
mètres des éléments constitutifs. 

Le circuit possède deux entrées et une sortie. Les tensions d’en- 
trée u, et u. arrivent à l'entrée de l’AO à travers les résistances À, 
et R+. La boucle de contre-réaction de l’amplificateur comporte la 
résistance R,.r. 

On dit qu'un circuit est à contre-réaction si la variable de sortie 
est de nouveau appliquée à son entrée. L'ensemble des éléments 
qui transmettent la valeur de sortie à l'entrée s'appelle circuit de 


Fig. 2.5 


réaction. Ici la réaction est réalisée par la résistance À... Si la varia- 
ble transférée de lasortie à l'entrée du schéma accroît la valeur résul- 
tante de la variable d'entrée, la réaction est dite positive. Si la réac- 
tion conduit à une diminution de la valeur résultante de la variable 
d'entrée, on dit que la réaction est négative ou qu’elle est une contre- 
réaction. Dans le montage considéré, la réaction est négative à cause 
de la propriété d'’inversion de l'AC. 

Etudions plus en détail le nœud a de ce schéma. Il est représenté 
en gros plan sur la figure 2.5, b. La loi de Kirchhoff qui dit que la 
somme algébrique des courants entrant et sortant d'un nœud est 
nulle donne pour le point a: ic.r + ig = 1 + lo, OÙ ie.r eSt le cou- 
rant qui sort par la résistance de contre-réaction Re; ig & 0 le 
courant sortant de a et allant à l'entrée de l’AO ; i, et i. les courants 
entrant en a respectivement par les résistances À, et R.. 

Appliquons la loi d'Ohm pour exprimer chaque courant en fonc- 
tion de la résistance et du potentiel à ses extrémités : 

eg — Usor U] — eg Us — eg 
Rer  R ne R: ? 


OÙ ee = — “SE = Oest la tension d'entrée de l’AO. En portant e = 0, 
on obtient 
Re. Re. 
Lion = — DE u,— Het v. (2.1) 


En désignant & = Re.r/R1, Go = Re.r/Re On obtient 
Usor = — (Œyl + Œou). 
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On a donc démontré que le montage de la figure 2.5, a réalise la 
somme des variables u,, u., multipliées par les coefficients constants 
Œ et œ. 

Considérons maintenant un schéma plus général de sommation 
dans lequel le nombre d'entrées sera égal à n. L'’équation des cou- 
rants s'écrit 


Re. r R}; | 


tg 7 “sor _ S Uj— lg (2.2) 
J=1 


Comme e, & 0, il vient 
n 
Usor — 2 ju, (2.3) 
= 


où &y = Re.r/R; est le coefficient de transfert pour la j-ème entrée. 
On remarquera que les coefficients de transfert du sommateur sont 
adimensionnels et s'expriment par un quotient de résistances. Ils 
peuvent être exprimés également en fonction des tensions d'entrée et 
de sortie du sommateur. Si toutes les tensions d'entrée du somma- 
teur sont nulles à l'exception d’une seule, soit 


0 im, 
“4 Um FE 0, j = ms 
la formule (2.3) devient : usor = —Güm, d’où il résulte 


Usor 
Uent 


Autrement dit, Le coefficient de transfert du sommateur pour une entrée 
quelconque est égal au module du quotient de la tension de sortie par la 


(9) 
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Fig. 2.6 


ension d'entrée, sous réserve que toutes les autres tensions d'entrée 
soient nulles. 

Dans les schémas fonctionnels le sommateur est représenté par 
un triangle. La figure 2.6, a montre un sommateur à trois entrées. 
Les coefficients de transfert sont indiqués pour chaque entrée. Le 
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schéma 2.6, b présente cette particularité que son coefficient de trans- 
fert est égal à l'unité, par conséquent il ne fait qu'inverser le signe 
de la variable d'entrée. Le changement de signe de la variable est 
si fréquent qu'on a spécialement désigné ce schéma par inverseur. 
En se servant de l’inverseur on peut toujours ramener la soustraction 
à l'addition. La figure 2.6, c montre un sommateur à deux entrées, 
la figure 2.6, d représente un schéma à une entrée effectuant la mul- 
tiplication de la variable d'entrée x par un coefficient constant & ; 
ce montage est appelé amplificateur d'échelle. 

Tous les coefficients de transfert des montages de la figure 2.6 
sont constants. Pour obtenir un coefficient de transfert arbitraire 


/ 
= DS 
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Fig. 2.7 


pour une entrée quelconque on place dans celle-ci un potentiomètre 
comme l'indique la figure 2.7, a Voyons comment fonctionne un 
sommateur doté d’un potentiomètre d'entrée. 

La tension d'entrée est divisée par le potentiomètre dans le 
rapport r/R, -où R est la résistance entière du potentiomètre, r la 
résistance comprise entre le point commun et le curseur. La tension 
prélevée sur le potentiomètre est la tension d'entrée pour le circuit 
suivant, . sorte que la sortie de l’amplificateur on aura usor = 


= —fPau, où B = r/R est le coefficient 


r Re. 

R R_ 

de transfert du potentiomètre. La valeur de B varie entre 0 et 1 en 

fonction de la position du curseur. Le coefficient général de transfert 

du sommateur muni d'un potentiomètre varie dans l'intervalle 
0 <'aB < a. 

Le potentiomètre est schématisé par un rond affecté de la valeur 
du coefficient de transfert. La figure 2.7 représente deux exemples 
de sommateur avec potentiomètre d'entrée. D'une façon générale, 
un sommateur à » entrées, équipées chacune d’un potentiomètre, 


réalise l'expression 
n 


Usor = — 2 B;aju,. (2.4) 
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L'AO à boucle de réaction négative jouit d’une très importante 
propriété, à savoir que la somme algébrique des variables d'entrée 
est nulle. L’amplificateur fonctionne comme s’il résolvait une équa- 
tion implicite par rapport à une variable traversant le circuit de 
contre-réaction de l’amplificateur en sens inverse, i. e. de la sortie 
vers l'entrée. Montrons comment cette propriété se manifeste dans 
le sommateur. Pour cela il suffit de mettre l'équation (2.1) sous 
la forme 


Fe + + = 0. (2.5) 


L'équation (2.5) est une somme algébrique de variables d'entrée; 
elle est implicite en uwsor- 

L'amplificateur à gain élevé est utilisé comme un ensemble 
autonome dans les divers schémas analogiques. Il est désigné comme 


R 
T Ê ue 
[74 
B, ee PA T7 er 
b 
arf ur #0) 3 ET EMr ED 
z 4 
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Fig. 2.8 


sur la figure 2.8, a. Dans ces cas l’AO est employé comme un opéra- 
teur et non pas comme un composant d’un autre opérateur. En tant 
que tel il consiste à faire la somme des variables d'entrée, l'’invertir 
et la multiplier par le gain X, autrement dit, c’est un amplificateur 
d'échelle. 

La figure 2.8, b représente la réalisation électrique du schéma 
2.8, a. Les coefficients B,, B., et B, vérifient la relation suivante: 


1 1 1 
Bb 7 


Si l’on introduit une boucle de contre-réaction comme dans Îa figu- 
re 2.8, c, on obtient un sommateur ordinaire à deux entrées dans 
lequel le rôle de la contre-réaction est tenu par la résistance d'entrée 
R3. Les montages de ce type, où la contre-réaction utilise une des 
résistances d'entrée, se représentent comme sur la figure 2.8, d. 

Il est très important de savoir établir avec assez de précision 
le coefficient de transfert du sommateur. Lorsque la valeur des 
résistances de contre-réaction et des résistances d'entrée est fixée, 
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l'établissement des coefficients de transfert ne présente pas de diffi- 
cultés et se ramène au choix de résistances À et R... telles que ce 
coefficient soit égal à R«../R. 

Le réglage du coefficient de transfert est sensiblement compliqué 
par la présence d’un potentiomètre à l'entrée du sommateur. Dans 
ces cas on alimente le potentiomètre en une tension constante uent 
(de 10 ou 100 volts) et on mesure la tension à la sortie du sommateur. 
En déplaçant le curseur du potentiomètre on obtient la valeur 
Usor — —ŒlUent, OÙ & est le coefficient de transfert désiré. 

La précision de réglage du coefficient de transfert dépend directe- 
ment de celle de mesure des tensions. Les méthodes courantes de 


| SOUrCE de ter- 
fension : | | sion étalonnée 
MeSUrEE Lrngs Let 

indicateur de zero 


commutateur de réglage 
de tension elalonn 


Fig. 2.9 


mesure de la tension avec un voltmètre sont doublées d’une méthode 
de compensation plus précise. Le montage de mesure utilisé par 
cette méthode est composé d’une source de tension étalonnée et d’un 
indicateur de zéro qui peut être un galvanomètre, un voltmètre 
à lampes ou un oscilloscope. L'indicateur de zéro est branché entre 
la tension à mesurer et la sortie de la source de tension étalonnée 
(fig. 2.9). En tournant le commutateur de réglage de la tension 
étalonnée on amène l'aiguille de l'indicateur sur la position zéro, 
ce qui correspond à l'égalité urnes = Uétae On lit la valeur uetar 
sur l’échelle du commutateur. 


$ 4. Intégrateurs 


Montrons que le schéma de la figure 2.10, a réalise l'intégration 
de la tension d'entrée u (t) par rapport à £, où t est le temps. 

Le schéma est composé d’un AO embrassé par une boucle de 
contre-réaction avec un condensateur de capacité C. La variable 
d'entrée u (t) est débitée à travers la résistance À. 

Tout d'abord il y a lieu de se rappeler deux lois connues du cours 
d'e Electricité » : 

1) la charge d'un condensateur (la quantité d'électricité Q) est 
directement proportionnelle à sa capacité C et à la tension uc 
appliquée à ses bornes: Q = Cuc; 
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2) l'intensité du courant est égale à la vitesse de variation de Îla 
quantité d'électricité: i = ©. 

D'où il suit que l'intensité du courant passant par le condensa- 
teur C (schéma de la figure 2.10, a) est égale à 


dQ d (eg—uUsor) 
dt dt ’ 


La loi de Kirchhoff appliquée au point «a» permet d'écrire 


L 


yttre-[ E mztdt-y(0) 
À os"! 


Fig. 2.10 


l'équation des courants à = ic (fig. 2.10, b). Exprimons les courants 
en fonction de la tension : 


Uent—<g C d(eg—Usor) 


R + ” (2.6) 
où €, = — “2 = 0. En portant e,; = 0 dans (2.6) on obtient 
l'équation différentielle en wsor (t): 

Mao O mue (8), (2.7) 
où m = 1/RC. 


Comme la variable de sortie du montage de la figure 2.10, a 
est Usor (t) il y a intérêt à écrire l'équation (2.7) sous la forme intégra- 
le équivalente : 

t 


Usor (£) = — Im | Uent (t) dt + Uos (2.8) 


0 


où u, est la constante d'intégration. 

On a donc prouvé que le montage de la figure 2.10, a réalise effec- 
tivement l'intégration de la variable d'entrée par rapport au temps, 
ou ce qui revient au même, résout l'équation différentielle (2.7). 
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Reste maintenant à définir le sens mathématique et physique de la 
constante d'intégration. Pour cela considérons la valeur de la tension 
de sortie à la date zéro: 


0 
Usor (0) = —m | Uent (t)dt+u, ou encore w,or (0) = uw. 
0 


Donc, mathématiquement, la constante d'intégration représente 
la valeur de la variable usor (t) à la date zéro. Physiquement, la 
présence d'une tension finie à la sortie de l’amplificateur, à la date 
zéro, signifie que le condensateur possédait une charge u, avant 
l'intégration. 

Considérons un schéma d'intégration plus général. Supposons 
que l’intégrateur est à nr entrées recevant respectivement les ten- 
SiONS Ujs Ues + + -y Une La loi de Kirchhoff donne 


nJ 
Uj— eg d (eg —Usor) 
2 R; — CE e (2.9) 
= 


La quantité e, étant petite, usor (t) vérifie l'équation différen- 
tielle 


du uj(t) 
uoot => 5e. (2.10) 
= 


Intégrant l'équation (2.10), on obtient 


or ()= — | © my (9) dt + u9 (2.11) 


0 j==1 
ou, en vertu de la linéarité de l'intégrale, on peut écrire 


Usor (t) = — S my | u;(t)dt+u, (2.12) 


j=i 


où my; = 1/R,C s'appelle coefficient de transfert de l'intégrateur pour 
la j-ème entrée. 

Les fourmules (2.11) et (2.12) font voir que l’'intégrateur à plu- 
sieurs entrées effectue deux opérations : une sommation et une inté- 
gration. C'est pourquoi on l'appelle sonmmateur intégrateur. Sur les 
schémas fonctionnels on le représente comme l’indique la figure 2.10 
(c et d). 

Contrairement au coefficient de transfert du sommateur, le coef- 
ficient de transfert de l'intégrateur est de dimension [s-!]. Ceci 
résulte de ce que les dimensions de R et C sont respectivement [ohm] 


3—0654 


34 CALCULATEURS ANALOGIQUES MODULAIRES [CH. 2 


et [s-A-V”!]. La dimension du coefficient de transfert de l’intégra- 
teur indique qu'il existe une relation entre les valeurs des coeffi- 
cients m, et la durée de l'intégration. Le coefficient de transfert 
de l’intégrateur influe sur la vitesse de variation de la tension de 
sortie de l’intégrateur. Dans la suite nous mettrons en évidence la 
relation qui lie le coefficient de transfert à la durée de l'intégration 
lorsque nous étudierons la représentation des variables mathémati- 
ques par des variables machine. 

De même que dans les montages additionneurs, on peut brancher 
des potentiomètres à l'entrée d’intégrateurs. Les potentiomètres 


-y(0) : 
(t=-Pm/zttdt-y(0) 
o 


permettent d'établir, dans un intervalle fixe. toute valeur numéri- 
que du coefficient de transfert. Si l’intégrateur comporte à son entrée 
un potentiomètre de rapport B, le coefficient de transfert résultant 
sera égal à mp (fig. 2.11, a), où O0 & B << 1. La figure 2.11 (b et c) 
représente les schémas fonctionnels d'un intégrateur équipé d'un 
potentiomètre d'entrée. 

En manipulant un calculateur il faut savoir régler les coefficients 
de transfert des intégrateurs, les conditions initiales d'intégration 
et connaître les particularités du fonctionnement de l’intégrateur 
suivant les objectifs qu’on se propose de réaliser. Arrêtons-nous 
plus en détail sur ce point. 

1. Réglage des coefficients de transfert. À cette étape on procède 
comme pour les coefficients du sommateur. On envoie à l'entrée 
une tension fixe u.,r et par déplacement du curseur du potentiomètre 
on obtient à la sortie une tension —mu,.n, où m est le coefficient 
requis. Dans ce mode l'intégrateur se transforme automatiquement 
ou par }'opérateur humain en un sommateur (fig. 2.12, a), i.e. le 
condensateur de contre-réaction de l’intégrateur est remplacé par 
une résistance assurant les mêmes valeurs numériques aux coeffi- 
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cients de transfert. Ainsi un condensateur de ÎuF équivaut à une 
résistance de 1MQ. Si l'on ne procède pas à une telle transformation, 
l'intégrateur délivrera naturellement à la sortie non pas une tension 
constante, mais une tension linéaire croissante, représentant une 


#/00V 


* 700 
£ /00V 274 


intégrale de la variable d'entrée. Dans ces conditions il est difficile 
de régler le coefficient de transfert désiré. 

2. Réglage des conditions initiales (mode « état initial»). Les 
conditions initiales sont définies par les potentiomètres des condi- 
tions initiales. La tension électrique délivrée par le potentiomètre 
respectif charge le condensateur jusqu'à la tension voulue. Pour 
que les autres circuits ne perturbent pas le fonctionnement de l'in- 
tégrateur on débranche toutes les résistances d'entrée avec une mise 
automatique à la masse de leur point commun comme l'indique la 
figure 2.12, b. Cet état porte le nom d'état initial de l'intégrateur. 

3. Intégration. Elle commence par la pression du bouton-poussoir 
« marche ». Cette action produit un débranchement automatique des 
potentioméètres des conditions initiales et la mise en circuit des 
résistances d'entrée de l'amplificateur (fig. 2.12, c). 

4. Fixation des solutions. L'intégration est interrompue au gré 
de l'opérateur et toutes les variables conservent les valeurs qu'elles 
avaient au moment de l'intervention. On fait appel à ce mode dans 
les cas où l'on a besoin de mesurer les variables machine ou de modi- 
fier la commutation des blocs du calculateur. En mode de fixation 
des solutions, les circuits d'entrée sont automatiquement déconnec- 
tés. Quant aux valeurs des tensions de sortie des intégrateurs, elles 
restent constantes. Le condensateur, qui reste chargé, conserve la 


3% 
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valeur de la variable machine (fig. 2.12, d). A la commande « marche » 
l'intégration reprend à l'endroit où elle a été gelée. A la commande 
« conditions initiales » les différents circuits de la machine repren- 
nent l’état correspondant au mode « conditions initiales ». 


$ o. Exemples de description mathématique 
de schémas fonctionnels comportant 
des opérateurs linéaires 


ExEMPLE 1. La figure 2.13 (a, b,c) représente trois schémas de 
sommateurs. Trouver la relation qui lie la variable de sortie aux varia- 
bles d'entrée. 


: Ê,_a 
? 
T Yy 
AUS 
Th 
À, a 
a 


Le schéma de la figure 2.13, a représente un sommateur à nñn 
entrées. Chaque entrée comporte un potentiomètre. En vertu de (2.4) 
la variable de sortie vaut: 


ñn 


Ya = à TETE (2.13) 


Le montage de la figure 2.13, b représente un sommateur à n + m 
entrées. Sur les nr premières entrées on applique les variables x;, x... 
... Zn, les M entrées restantes sont utilisées pour établir une contre- 
réaction de la sortie à l’entrée du sommateur. En vertu de (2.4) la 
variable de sortie du sommateur est égale à 


ñn m 
yo — À Biats—ye À Bo. 
J=1 Rk=1 
En résolvant cette équation par rapport à y,, on obtient 
n 
>) Bases 
du, 
Yb = — 7 —. (2.14) 


1+ Ÿ Brat 
kan 
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Le schéma de la figure 2.13, c est celui d’un sommateur construit 
sur la base d'un AO à m boucles de contre-réaction embrassant m 
entrées du sommateur. Les autres n entrées reçoivent les variables 
Lis Los + + <s Zn. Pour exprimer la variable de sortie en fonction des 
variables d’entrée on se rappellera que l’AO à contre-réaction fonc- 
tionne comme si la somme algébrique de toutes ses variables d'entrée 
était nulle. On a donc 


n m 
2 BAT j + Ye à Br ar — 0, 
J— [= 


À Bic; 
Ye= — 2 —, (2.15) 
ÿ Bas 


k=1 


Les expressions (2.13), (2.14), (2.15) diffèrent l’une de l’autre 
uniquement par les facteurs constants. Dans la première À, = 1; 


dans la seconde A4 = (1 + SBiaf)"!, et peut varier dans la 
hui 


plage (1 LS où) < < A» L1Â1, la limite gauche étant prise 
hi 


lorsque tous les B£ = 1 (4 = 1, 2, ..., m), la limite droite lorsque 
m 

tous les ff — 0; dans la troisième 4. — (5\ Biai)"! et peut varier 
hk==1 


dans l'intervalle (5 af)? < 4. < oo, la limite gauche étant 


Rai 
atteinte lorsque tous les B£ = 1 et la limite droite lorsque tous les 


ft — 0 


Ces schémas suggèrent une méthode pratique importante de 
n 
multiplication d'une somme par un nombre. Si la somme ©, Bya;x, 


j=i 
est à multiplier par un facteur constant, il suffit de réaliser une 
contre-réaction dans le sommateur comme l'indique la figure 2.13, b 
ou c. Le produit de cette somme par une constante admet une inter- 
prétation physique simple. En effet, les résistances d'entrée du 
sommateur se trouvent branchées en dérivation sur la résistance 
de contre-réaction, d'où une modification de la résistance totale de 
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contre-réaction. Ce qui, en vertu de (2.1), équivaut mathématique- 
ment au produit d'une somme par un nombre. 


Passons maintenant aux schémas fonctionnels comprenant des 
sominateurs et des intégrateurs. 


EXEMPLE 2. Trouver l'équation différentielle réalisée par le sché- 
ma 2.14,a. 


Ce schéma est composé de quatre intégrateurs montés en série. 
Les grandeurs a, b, c, d, e Sont des constantes. Désignons la variable 
de sortie de l'intégrateur 7 par y (t) (fig. 2.14, b). L'intégrateur 2 


n'as) 


d C d d a 
°y"t) -ÿ"U) 710) =y"{t) (t) 
EE > 

b 


devra donc délivrer la variable —y" ({) à l'entrée de l'intégrateur 1. 
De même on devra avoir à la sortie de l'intégrateur 3 la variable 
+y" (1) et à la sortie de l’intégrateur 4 la variable —y"” (1). A l'entrée 
de l'intégrateur 4 on doit avoir la variable +ylV (t). Le changement 
de signes s'explique par l'effet inverseur de chaque intégrateur. 
Mais par hypothèse l’intégrateur 4 reçoit en entrée la constante e, 
donc ylV ({) = e, ce qui n'est autre que l'équation cherchée. En 
tenant compte des conditions initiales on obtient en définitive 


y Y(t)=e, 
y" (0)=—d, y'(0)=c, y'(0)=—b, y(0)=a. 


L'équation différentielle ylV (4) — e décrit la flexion plane d'une 
poutre de rigidité constante sous l'action d’une charge uniformément 


$ 5] DESCRIPTION MATHÉMATIQUE DE SCHEMAS FONCTIONNELS 39 


répartie (fig. 2.14, c et d). La figure 2.14, c représente une poutre 
en porte-à-faux, la figure 2.14, d une poutre sur deux appuis. Dans 
le cas de la flexion plane, y correspond à la flèche de la poutre, y” 
à l’angle de rotation de la section de la poutre, y” est proportionnel 
au moment fléchissant, y" correspond à la force transversale et 
enfin yIV à la charge spécifique constante q. La variable machine, 
le « temps », est interprétée par une variable qui représente la lon- 
gueur courante de la poutre. 

La solution analytique de cette équation différentielle est un 
polynôme du quatrième degré. Vérifions-le pour le cas où e = 1, 
a b—c—d—0 (fig. 2.14, e). L'intégrateur 4 reçoit à l'entrée 
la constante 1. A la sortie il délivrera l'intégrale ee 1, Ë e. —t. L'in- 


tégrateur 3 délivrera l'intégrale de —t, soit +-—; à la sortie de 


_. ; 
l'intégrateur 2 on PA la variable + et à lasortie del'inté- 
grateur la variable —. Si l’on se donne les conditionsinitiales cor- 


TT - 
respondantes on peut en principe générer à l’aide du schéma 2.14,e 
un polynôme quelconque de degré non supérieur à quatre. 
Dans le cas général n intégrateurs montés en série génèrent n'importe 
quel polynôme de degré non supérieur à n sous réserve que les conditions 
initiales soient dûment choisies. 


EXEMPLE 3. T'rouver l'équation différentielle réalisée dans le sché- 
ma 2.15, a. 

Désignons par y(t) la variable de sortie de l'intégrateur 1 
(fig. 2.15, b). On devra avoir —y’ (t) à l'entrée de l’intégrateur 1, 
#0 à l'entrée du potentiomètre, + #0 à l'entrée de l’intégra- 
20 à l'entrée de 
l'inverseur. La dernière variable est égale à y (£{), puisque la varia- 
ble de sortie de l'intégrateur Z arrive directement sur l'entrée de 
l'inverseur Z. D'où et compte tenu des conditions initiales, on ob- 
tient l'équation différentielle cherchée 


y" (t) = —w°y(t), 
y(0)=a, y'(0) = —bu. 


teur 2, +0 à la sortie de l’inverseur et — 


Cette équation décrit des oscillations harmoniques entretenues 
qui sont étudiées dans de nombreuses disciplines techniques. Les 
schémas c, d, e et f de la figure 2.15 représentent des systèmes oscil- 
latoires de nature physique différente susceptibles d'être simulés 
par le schéma 2.15, a. La figure 2.15, c schématise les oscillations 
longitudinales d'un point matériel pesant suspendu à un ressort. 
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Les oscillations y (t) se produisent par rapport à la position d'équi- 
libre du point matériel. La position d'équilibre se trouve à une 
distance / du point de suspension du ressort. La figure 2.15, d montre 
un pendule physique, effectuant de petites oscillations y (£) par 
rapport à la position d'équilibre. La figure 2.15, e illustre le mouve- 
ment d’un point matériel m sous l’action d'un centre attractif O 


Fig. 2.19 


qui exerce sur m une force d'attraction P, proportionnelle à la distan- 


ce r = V1? + y? de m à O. Les variations des coordonnées x ({) 
et y (ft) du point sont décrites par les équations y” ({) = —w°y (t), 
z" (t) = —w°z (t). Le schéma 2.15, f est celui d'un circuit oscillant 
composé d'une inductance ZL et d'un condensateur C. Le condensa- 
teur est préalablement chargé jusqu'à une certaine tension. L’équa- 
tion différentielle y” (t) — —w°y (t) décrit les variations dans le 
temps de la tension aux bornes du condensateur pendant sa décharge 
dans l’inductance Z. 

La solution générale de l'équation différentielle des oscillations 
harmoniques est y (t) — —b sin wt + a cos wf, où a et b sont des 
constantes définies par les conditions initiales. 


ExEMmPLE 4. Trouver l'équation différentielle qui décrit le sché- 
ma 2.16, a. 

Désignons comme toujours par y (t) la variable de sortie de l'in- 
tégrateur J (fig. 2.16, b). En remontant le schéma on aura à l’entrée 


de l’intégrateur 2 la quantité + #0 . Compte tenu de la contre- 
réaction embrassant l'intégrateur 2 et comportant un potentiomètre 
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de rapport 2& et de la contre-réaction qui relie la sortie de l'inté- 
grateur 1 à l'entrée de l’intégrateur 2 à travers l’inverseur Z et un 


potentiomètre de rapport w, la quantité Al doit être égale à 


—y (£) © — 24 HO . En tenant compte des conditions initiales, 
on obtient l'équation différentielle cherchée : 


y" (t)+ 2ay” (t) + w°y (t) = 0, 
y(0)=a, y’(0)= — bu. 


Cette équation décrit des oscillations amorties. Dans le cas du sché- 
ma 2.16, c l'amortissement est provoqué par la résistance du milieu 


Fig. 2.16 


ambiant qui s'oppose au mouvement du point matériel avec une 
force proportionnelle à la vitesse de ce dernier. Dans le montage 
de 2.16, d l'amortissement est dû au branchement dans le circuit 
d'une résistance À qui transforme en énergie thermique une partie 
de l'énergie électrique initiale du condensateur. 

La solution générale de l'équation différentielle des oscillations 
harmoniques amorties s'écrit y (t) — À exp (—at) sin (œi£ + 1'o), 
où @, = V w? — a? (a << w), À et 1, sont des constantes définies 
par les conditions initiales. 
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$ 6. Bloc (circuit) de commande 
préprogrammée 


Le schéma 2.17 s'appelle circuit de commande préprogrammée. 
Il est composé d'un AO à contre-réaction à travers la diode D. La 
charge de l’AO est constituée par l’'enroulement d'un relais, dont 


D 
Uent({) - U son (() 
Usor(t) En 
t 
Rel t* 
Fig. 2.17 


les contacts se trouvent dans le système de commande de la machine 
et aboutissent au panneau de câblage. 
Examinons le fonctionnement du schéma. La tension de sortie 


de l'AO est donnée par l'expression usor ({) = — tent (£), où 24 


est la résistance de la diode. Or À? 4 prend une valeur différente selon 
que la diode est ouverte ou fermée par la tension qui lui est appliquée. 
Ici. tant que la tension d'entrée est positive, la diode est ouverte et 
sa résistance est petite. Après la date {* à laquelle la tension d'entrée 
devient négative, la diode se ferme et sa résistance devient très 
grande. Donc, à la sortie de l’ AO, avant la date t*, la tension est 
pratiquement nulle; à l'instant {* elle subit un saut, dont l’ampli- 
tude est limitée par la résistance de l’enroulement de relais monté 
en parallèle avec la diode (l'entrée de l’AO est à la masse). Dès 
qu il y a saut, le relais fonctionne, ce qui se traduit par une ferme- 
ture des contacts normalement ouverts et une ouverture des contacts 
de repos. 

Le mode de fonctionnement du circuit de commande préprogram- 
mée dépend du groupe de contacts utilisés. Les contacts du relais 
qui se trouvent dans le système de commande du calculateur peu- 
vent servir à stopper automatiquement la machine ou comme on dit 
à interrompre la résolution du problème. Les contacts du relais du 
panneau de cäblage peuvent servir à modifier automatiquement 
le schéma de commutation. 

Définissons ce qu’on entend d'ordinaire par modification auto- 
matique du schéma de commutation. Supposons que sur le panneau 
de câblage on ait réalisé un montage composé des schémas n° 1 et 
n° 2 (fig. 2.18, a). L'une des variables machine uw (t) est délivrée 
par le schéma n° 1 et accède à l’entrée du circuit de commande pré- 
programmée. Les schémas n° 1 et n° 2 sont reliés par les contacts du 
relais /tel. Ces contacts sont fermés ou ouverts selon le signe de la 
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variable u (ft). Donc les schémas n° 1 et n° 2 fonctionnent ensemble 
ou séparément en fonction du signe de la variable u ({). 

Lorsque la structure d’un schéma varie automatiquement sui- 
vant qu'est réalisée ou non une condition particulière, on dit qu’on 
a un système à structure variable. Le circuit de commande prépro- 
grammée, mis au mode de commutation, sert de base à la construction 
de systèmes à structure variable. 

Si la polarité de la diode dans le circuit de commande préprogram- 
mée est inversée, le saut de tension à la sortie de l’AO aura lieu 
à l'instant où la tension d'entrée devient positive. 


Cireuit de 
mande prêp 

ramrmee 
arret) 


Fig. 2.18 


Pour un nombre d'entrées du circuit de commande préprogram- 
mée égal à n, la réponse du schéma se produit à l'instant où la som- 

n 
me > FT u (t) change de signe, À; étant la j-èmerésistance d'entrée. 

j=1 

Montrons comment la propriété du circuit de commande pré- 
programmée d'interrompre le fonctionnement de la machine s'appli- 
que à la résolution d'équations algébriques et transcendantes. La 
figure 2.18, b représente un montage composé d’un opérateur géné- 
rant une fonction arbitraire f ({), d'un circuit de commande pré- 
programmée et d’un intégrateur délivrant une tension numérique- 
ment égale au temps de marche de la machine. A la date {*, où f (4) 
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passe par la valeur zéro, la génération de la fonction f (t) est inter- 
rompue et la tension délivrée par l’intégrateur est égale à la racine 
de l'équation f (t) = 0. 

Le circuit de commande préprogrammée est souvent utilisé pour 
réaliser des montages qui permettent d'interrompre la résolution 
du problème à un instant donné à priori afin de geler les valeurs 
des variables machine. Le montage de la figure 2.18, c comporte 
un intégrateur délivrant la tension +t, un diviseur de tension poten- 
tiométrique symbolisé par un rond, un circuit de commande pré- 
programmée qui devra opérer l’arrèt. Supposons que le rapport du 
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diviseur est & = 0,1; le diviseur fournit alors une tension de —10 V 
à l'entrée Z du circuit de commande préprogrammée. L'entrée 2 de 
ce circuit reçoit la tension +t. L'arrêt de la machine est automatique 
dès que —10 + #* — 0. Ainsi, en faisant varier le rapport «&, on 
peut arrêter la machine à un instant t quelconque qui peut attein- 
dre 100 s. On aura alors résolu l’équation linéaire algébrique —100c + 
+ { = 0 par rapport à é. 

Appliquons maintenant le circuit de commande préprogrammée, 
mis au mode de commutation, à la génération de fonctions présen- 
tant des discontinuités de première espèce et de fonctions dérivables 
par morceaux. Le schéma est représenté par la figure 2.19. Le géné- 
rateur de la fonction sin wt est relié au circuit de commande prépro- 
grammée qui réalise la commutation. Sur deux contacts du relais 
on applique une tension de 100 et de —100 V. Le contact central 
adhère normalement au contact supérieur et s'écarte du contact 
inférieur. La tension à ce contact est désignée par 50. Cette tension 
est appliquée à l’entrée de l'intégrateur qui délivre en sortie la 
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tension Uasore Décrivons le fonctionnement du schéma. L'enroule- 
ment du relais est mis hors tension le temps d'une demi-période 
positive de la fonction sin of (fig. 2.20, a). Donc la tension de +100 V 
est présente sur le contact central qui adhère du repos au contact 
supérieur et üusor — 100 V. Le temps d'une demi-période négative 
l'enroulement de relais est parcouru par le courant, le contact infé- 
rieur normalement ouvert est fermé et uosor — 100 V (fig. 2.20, b). 
Donc le montage 2.19 a généré à partir de la fonction sin wt une 
fonction périodique : une onde rectangulaire qui présente des dis- 
continuités de première espèce aux zéros de la fonction sin wt. L'in- 
tégration de l'onde rectangulaire donne une fonction périodique, 
dérivable par morceaux, dont le graphe est constitué de triangles 
(fig. 2.20, c). 


$ 7. Générateurs de fonctions non linéaires 


D] 


Les générateurs de fonctions sont des opérateurs aptes à générer 
une relation fonctionnelle explicite y —= f (x, z). Dans la plupart 
des calculateurs, les générateurs de fonctions ne produisent que des 
fonctions d’une variable : y = f (x,) en raison des difficultés prati- 
ques entraînées par la construction des générateurs à plusieurs 
variables. Les générateurs de fonctions sont désignés comme sur 


z > y z De ED -r» 
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Fig. 2.21 


la figure 2.21, a. La tension d'entrée est une variable, la tension 
de sortie, la valeur d'une fonction. Le domaine de variation des 
tensions d'entrée et de sortie varie, comme toujours dans les calcu- 
lateurs à tubes électroniques, dans la plage +100 V, ce qui impose 
certaines restrictions à la classe des fonctions générées. Ce sont des 
fonctions univoques de leur argument avec domaines de définition 
et de valeurs bornés. Les fonctions obtenues ne sont qu'approchées. 
Les erreurs d’approximation tiennent à deux causes : l'erreur d’ap- 
proximation de la fonction initiale et la précision technologique 
de fabrication des éléments constituant le générateur. 

La nécessité d'approcher la dépendance fonctionnelle initiale 
est due au fait que la plupart des générateurs fonctionnels sont capa- 
bles en principe de produire non pas la fonction elle-même mais seule- 
ment son approximation linéaire par morceaux. La précision de cette 
approximation dépend de la courbure de la fonction et du nombre 
des éventuels intervalles d’approximation linéaire. Le nombre d'in- 
tervalles dépend à son tour de la construction des blocs. En général 
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les calculateurs comprennent une grande variété de générateurs de 
fonctions. Dans la notice d'emploi de chaque calculateur, on décrit 
le principe de fonctionnement, les méthodes de réglage et de con- 
nexion des générateurs de fonctions. 

Un générateur de fonction est universel si moyennant un ajustage 
adéquat on peut l'utiliser à la génération de toute dépendance fonc- 
tionnelle. 

Ün générateur de fonction est spécialisé s'il est réglé une fois 
pour toutes pour la génération d'une dépendance fonctionnelle 
donnée. 

Si l'on dispose de plusieurs générateurs fonctionnels réalisant 
les fonctions f1 (x), fa (x), fa (x), etc., en modifiant leurs connexions 
on obtient d’autres fonctions, parfois bien plus difficiles à repro- 
duire. Le schéma le plus simple de connexion des générateurs consiste 
a les monter en série. A la sortie est délivrée la superposition des 
fonctions en question (fig. 2.21, b). 


$ 8. Multiplieurs 


Le multiplieur des variables d'entrée x et y doit délivrer leur 
produit z :- ry. Théoriquement le multiplieur peut être imaginé 
sous la forme d’un générateur fonctionnel de deux variables d'entrée. 
Mais vu Îles difficultés soulevées par-la construction de générateurs 
de plusieurs variables, on opte pour une autre solution : on ramène 
la multiplication à d'autres opérations facilement réalisables par 
les sommateurs et les générateurs fonctionnels d'une variable d'en- 
trée. Ainsi dans la plupart des petits et moyens calculateurs, les 
multiplieurs sont construits suivant l’une ou l'autre des identités : 


ay = + (+ —(e— y}, 


Ty = L(r+ x — y°]. 


Pour réaliser la multiplication il faut donc des sommateurs et des 
générateurs de fonctions qui élèvent la variable d'entrée au carré. 
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Fig. 2.22 
Le multiplieur est représenté comme sur la figure 2.22, a. Quand 
on veut souligner la nature électrique des variables d'entrée, on 


le représente comme sur la figure 2.22, b. A l'entrée du schéma sont 
appliquées les tensions u, et u, correspondant aux variables zx et y. 
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A la sortie on obtient une tension uu,u, proportionnelle à leur 
produit. Le coefficient de proportionnalité u est appelé facteur 
d'échelle du multiplieur. En général u — 0,01 dans les machines 
à tubes, si bien que pour les valeurs maximales u, == u,, — 100 V, 
le produit uu,u, est compris dans l'intervalle admissible +100 V. 


$ 9. Inversion des fonctions, division 
et extraction d’une racine carrée 


Supposons que les variables x et y sont liées entre elles par une 
équation de la forme 


F (x, y) — 0. (2.16) 


Si entre x et y il existe une correspondance biunivoque et que 
F;, (x, y) 0, on dit que l'équation (2.16) définit y comme une fonc- 
tion implicite univoque de l'argument x. De façon analogue, si 
F; (x, y) = 0, l'équation (2.16) définit x comme une fonction impli- 
cite univoque de l'argument y. 

Si les opérateurs du calculateur sont susceptibles de générer une 
fonction z — F (x, y), l'équation implicite (2. 16) peut toujours étre 
résolue sur machine par rapport à y == f (x) ou à x = œ (y) par la 
méthode des fonctions implicites. 

Cette méthode consiste à passer de l’équation (2:16) à une équa- 
tion différentielle. Si l’on veut connaître la valeur de y* pour xr* 
donné, i.e. y* :: f (x*), on se sert de l'équation différentielle 


y'(t) = —"'pF (x, y)sign[F; (x, y)] (2.17) 


avec la condition initiale y (0) — O0, où p est un coefficient assez 
grand ; { le temps ; y” ({) la dérivée de y (t) par rapport à {. 

Les raisonnements suivants nous permettent également de passer 
de l'équation implicite (2.16) à l’équation différentielle (2.17). 
Si pour x — x* —- const la solution y (t) de l’équation (2.17) tend 
vers une valeur constante y* lorsque t —+ œ, alors y* est la valeur 
cherchée : y* — f (r*). En effet, si y (4) — y* lorsque { —+ oo, alors 
y (4) —0. Donc l'équation (2.17) se transforme en l'équation 
FE: y) = 0: 

Pour accélérer la convergence de y (t) vers y* on introduit un 
facteur constant p au second membre de (2.17). Cette méthode sera 
justifiée plus rigoureusement au $ 2 du chapitre 10. 

Lorsqu'on câble l'équation (2.17), l’intégrateur est un AO dont 
la boucle de contre-réaction comprend un condensateur (voir 
fig. 2.23, a), le coefficient constant p étant 1/RC. Les valeurs nuiné- 
riques de À et C sont d'ordinaire choisies assez petites pour que p 
soit voisin du gain À de l’AO. Dans la suite on supposera que p = 
= À. L' intégrateur en question est embrassé par un circuit de contre- 
réaction qui comporte le générateur de la fonction F (x, y). Pour 
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que la réaction soit toujours négative, il faut tenir compte de 
sign(F} (x, y)l. 

Le montage de la figure 2.23, b correspond au cas F; (x, y) > 0, 
celui de la figure 2.23, c, à F,, (x, y) << 0. Le montage doit admettre 


Fig. 2.23 


des”commutations dans les cas où la fonction F; (x, y) n’est pas de 
signe constant dans son intervalle de définition. Ce type de montage 
est montré sur la figure 2.24. La partie supérieure est une réunion 
des montages 2.23, b et c. La connexion est réalisée à l’aide des 


g(t) 


Fige 2.24 


contacts du relais Rel du circuit de commande préprogrammée. 
Le fonctionnement du montage est assuré par le contact normale- 
ment fermé lorsque F} (x, y) > 0 et respectivement par le contact 
normalement ouvert lorsque F; (x, y) < 0. La partie inférieure est 
constituée du circuit de commande préprogrammée mis au mode 
de commutation. Le circuit reçoit en entrée la variable F, (x, y) 
à partir du générateur de fonction correspondant. 

La méthode des fonctions implicites est bien adaptée à l’inver- 
sion des fonctions. Cela veut dire que si l’on dispose par exemple de 
générateurs des fonctions y — exp zx, y = zx", y —sinz, cette 
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méthode permet toujours, moyennant une connexion convenable, 
d'obtenir les fonctions inverses zx = In y, zx — y, x = arc sin y. 
Considérons le problème de l'inversion dans le cas général. Etant 
donné un générateur de la fonction y = f (x), on demande la fonc- 


tion inverse z = œ (y). Mettons la fonction donnée sous forme de 
l'équation implicite 


F (x, y) = f(x) — y =0 


et résolvons cette dernière par rapport à x. Il faut trouver par la 
méthode des fonctions implicites la solution de l'équation diffé- 
rentielle 


z'= —K{f(x)—y]sign{f;(x)] 


qui vérifie la condition initiale x (0) — 0. Les schémas 2.25, a et b 
correspondent respectivement aux cas f, (x) > 0 et f; (x) << 0. Il est 
clair que pour inverser la fonction y = f (x) il faut brancher le géné- 
rateur de f (x) dans le circuit de contre-réaction de l’AO. 
D'une façon analogue on peut effectuer d’autres inversions à 
l’aide de la méthode des fonctions implicites. Vu que la plupart 
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Fig. 2.25 


des petits calculateurs ne comportent pas d'opérateurs spéciaux pour 
la division, le calcul du quotient z — x/y se ramène à la résolution 
de l’équation implicite F (2) = zy — x = O0 par rapport à z:. La 
méthode des fonctions implicites suggère de réaliser un montage 
qui donne la solution de l'équation différentielle 


2 — —K [zy — zx] sign y, z (0) = 0, 
où, si y est positif, 
z = —K [zy — x], z (0) = 0. 


Le schéma fonctionnel correspondant est représenté sur la figu- 
re 2.26, a, où l’on remarque que la division se ramène à une multi- 
plication à l’aide d’un multiplieur branché dans le circuit de contre- 
réaction de l’AO. Le schéma ne délivre pas le quotient z = zx/y 
immédiatement, mais au bout d'un certain temps. Ce retard existe 
même si zx et y sont des constantes. En effet, en résolvant analyti- 
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quement la dernière équation différentielle et en supposant x et y 


constants, on aura 2 (t) — + [1 — exp (—Xyt)l. Le retard qui est 


d'environ secondes est inversement proportionnel au gain X 
de l’AO. 

Si la variable y est négative, le montage de la figure 2.26, a 
doit être modifié. Si le signe de la variable y est inconnu, le schéma 
doit prévoir les commutations nécessaires. 


Fig. 2.26 


On aura profit à ramener l'extraction d’une racine carrée à la 
résolution d’une équation implicite. Soit à réaliser la fonction y = 
— V x. Cela revient à résoudre l'équation implicite F (y) = y? — 
— x = 0 par rapport à y, c’est-à-dire à réaliser l’équation différen- 
tielle 


y — —K [y° — xl, y (0) = 0, 


à laquelle correspond le schéma de la figure 2.26, b. 


$ 10. Quelques opérateurs à diodes 


Les diodes se comportent comme des conducteurs unidirection- 
nels, puisqu'elles ne laissent passer le courant que lorsque l’anode 
est positive. Cette propriété est utilisée dans les divers schémas 
logiques aussi bien dans les calculateurs numériques qu’analogi- 
ques ; citons à titre d'exemple les limiteurs d'amplitude, les schémas 
à fonctionnement de relais, les formateurs de module d'une fonction, 
les schémas-portes pour les valeurs maximales et minimales d’une 
grandeur, etc. 

1. Limiteur d'amplitude. Le schéma de limitation de la plage de 
variation de la variable machine est représenté par la figure 2.27, a. 
La courbe donnant u..- en fonction de uen s'appelle caractéristique 
entrée-sortie. Celle-ci est représentée sur la figure 2.27, b. Le monta- 
ge se compose d’un amplificateur d'échelle à deux boucles de contre- 
réaction par les potentiomètres r, et r. et les diodes D, et D.. 
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Montrons que le schéma possède la caractéristique de la figu- 
re 2.27, b. Supposons que la tension d'entrée uent = 0; donc u;or = 
— (. En déplaçant les curseurs des potentiomètres on établit sur r; 
la tension uw», et sur r, la tension —u,.. Les diodes D, et D, sont 


Uent({) 


Ups 


Fig. 2.27 


bloquées par ces tensions, puisque le point « a » est à la masse indé- 
pendamment de la valeur de la tension d'entrée. L'expression de 
Usor en fonction de went est 


Re. r 
Usor = — À Uent» 


c'est l’équation d’une droite. 

Si Uent Croît, Usor décroît. La tension qui ferme la diode D, dé- 
croît. À l'instant même où u,,- prend la valeur u;, la tension de 
blocage s’annule. La diode D, s'ouvre et shunte RQ, par sa petite 
résistance, de sorte que ur ne varie plus, bien que u.,t continue 
à augmenter. À ce régime de fonctionnement correspond la partie 
horizontale de la caractéristique. 

Si üent décroît, ur Croît alors jusqu’à la valeur u,. qui ouvre 
la diode D, et ensuite ne varie plus. Ce régime est représenté par 
la partie horizontale supérieure de la caractéristique. 

Le limiteur d'amplitude se représente comme sur la figure 2.27, c. 

2. Schéma à fonctionnement de relais. Ce montage s'obtient à 
partir du limiteur d'amplitude par élimination de la résistance de 
contre-réaction Àc.- (fig. 2.28, a). Formellement l'élimination de la 
contre-réaction équivaut à poser ÀRc.r = ©. Graphiquement cela 
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veut dire que la partie oblique de la caractéristique devient verti- 
cale (fig. 2.28, b). On voit à l'allure de la caractéristique que le 
schéma réagit au signe de la tension d'entrée 


Up2 Si Uent < 0, 
Upi Si Uent > 0. 


Ce schéma porte le nom de relais parfait (électronique) ou de schéma 
à fonctionnement de relais contrairement au circuit de commande 


Usor = 


Uent (À) 
Up2 Usor(t) 


D —/00V 
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Fig. 2.28 


préprogrammée (mode de commutation) que l'on appelle schéma 
à relais à contact. 

Dans les schémas fonctionnels et de commutation, on représente 
le relais électronique comme l'indique la figure 2.28, c. 

Dans les relais électroniques et les limiteurs d'amplitude les 
limites sont susceptibles de varier entre O0 et 100 V en fonction de 
la position du curseur du potentiomètre. 

3. Schéma-porte pour les valeurs maximale et minimale d’une 
grandeur. Etant donnée une collection de fonctions z, (£),ze (t), . .. 

.., Zy(t), ..., æn (t), on demande celle qui est maximale ou 
minimale à un instant donné. 

Cette opération se formule comme suit : 

Umax (£) = Max {xs (t), To (t), ss T} (t), ss TLn (t)}, 

Ymin(t)=min{zri(t), zo(t), ..., it), ..., zn (t)}. 
Il est clair que y (t) n'est pas toujours forcément confondue avec 
l'une des fonctions de l’accolade sur tout intervalle de définition 
de t. La figure 2.29, a montre à titre d'illustration une collection de 
cinq fonctions x, (t), x: (t), xs (t), x (t), x (t) représentées par des 
droites. Les valeurs maximales et minimales ont été mises en évi- 
dence sur l'intervalle # € [0, 1]. On voit que le graphe de Ymin (t) 
est une ligne polygonale constituée de cinq segments, et celui de 
Ymax (t) une ligne polygonale de deux segments. 

La figure 2.29, b et d représente les circuits électriques des opé- 
rateurs à diodes délivrant respectivement les valeurs maximales et 
minimales. Les quantités —E et +E sont choisies telles que | —£E |— 
= +E > u;, où j =1,2,...,n. 
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L'opérateur de la figure 2.29, b délivre 
Usor —= IDAX (Hi, Ur, ..., Un, —E)=max(U, U, ..., Un). 


En effet, des nr diodes d’entrée seule est ouverte celle qui reçoit 
la plus grande tension. Pour fixer les idées supposons que c'est la 
k-eme. ne Uk -_ÿ pour ii les j À “ Usor = FERoar Uh © 
S Ur, puisque la résistance directe de la diode Rpurr < À. Toutes 


Fig. 2.29 


les autres diodes sont fermées par la tension u, — uj. Si l’on relie 
la sortie du montage de la figure 2.29, b à l’entrée de l’amplificateur 
d'échelle comme l'indique la figure 2.29, c on obtient alors 


Re. R; 
Uisor = — Re max { u4, Uo, -..9 Uno RIR E}. 


Par des raisonnements analogues on démontrerait que les opé- 
rateurs de la figure 2.29, d et e réalisent respectivement les expres- 
sions 

Usor = Min {Uy, We, ... Un, + E}=min{u,, Uz, ..., Un}, 
R: 


R à 
Uisor = — R— mn {u, Us; ... Un; R+R E}. 
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4. Formateur du module. Etant donnée une fonction x (t) on 
demande la fonction y({) — |x(t) |. Il existe plusieurs schémas 
qui donnent à la sortie le module d’une fonction. Examinons deux 
d’entre eux. 

Le premier est celui de la figure 2.30, a. L'élément principal 
en est un amplificateur opérationnel (AO) à deux branches de contre- 
réaction montées en parallèle. Les diodes sont branchées en opposi- 
tion dans les contre-réactions donc c'est toujours l’une des branches 


Uent 


Fig. 2.30 


qui conduit et non les deux à la fois, la commutation étant opérée 
par la polarité de la tension. La branche conductrice jouera Île rôle 
d’une résistance de contre-réaction: Rr = R +RhurzR où 
Rh dir est une petite résistance directe de la diode. La branche fermée 
oppose une résistance Ré = R + Rp inv Æ Rp inv OÙ Rb inv St 
la résistance inverse de la diode, qui est prépondérante devant À. 
Donc Ré. D Rc.r et la résistance de leur montage en parallèle est 
environ égale à À, quel que soit le signe du signal d'entrée. La ten- 
sion de sortie de l’AO est toujours égale à u, = —uent (t). Voyons 
pourquoi on obtient à la sortie du sommateur S une tension u, = 
= | uent (t) | et pourquoi la caractéristique entrée-sortie est de la 
forme représentée sur la figure 2.30, b. 

Supposons que la tension d'entrée est positive (went (t) > 0); 
alors c’est la branche inférieure de contre-réaction qui conduit le 
courant. La diode D, est ouverte, sa résistance est petite, donc la 
tension appliquée à l’entrée 2 du sommateur est pratiquement égale 
à la tension de sortie de l’AO, i.e. u, = —uent- L'entrée 1 du som- 
mateur reçoit la tension +Uent. A la sortie du sommateur on obtient 
la somme des tensions d'entrée, qui, A tenu des coefficients 
des entrées, est égale à u, — —Uent + 2 Uent = +Uen 

Supposons que la tension d'entrée est négative ( (t) << 0). 
Dans ce cas c'est la branche supérieure qui conduit le courant et la 
diode D, est bloquée. La tension appliquée à l'entrée 2 du somma- 
teur S est pratiquement égale au potentiel du point « a », lequel est 
à la masse. Donc la tension est nulle à l’entrée 2 du sommateur. 
A son entrée J, la tension est telle qu’à sa sortie on a ue = —(Uent) — 
— 2.(0) = —uent > 0. Donc, quel que soit le signe de la tension 
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d'entrée du montage, la tension de sortie du sommateur est positive 
et d'une amplitude égale à celle du signal d'entrée, i.e. u, = | uent(t)|. 

Le deuxième schéma délivrant le module d'une fonction matéria- 
lise l'identité mathématique évidente | y (£) | — max {x (t), —zx (t)}. 


z(f) SE 


€ 
A 28 
=) pe =] 
LOL -Hat 
D 
Fig. 2.31 


Ce problème est donc ramené à un problème de maximisation. Les 
schémas correspondants sont représentés sur la figure 2.31, a, b. 
Le schéma 2.31, a nécessite deux diodes. Il réalise l’expression 


y (t) = —max {x (t), —x(t)} = — |zx(t) |. 
Le schéma 2.31, b ne comprend qu'une diode et réalise l’expres- 
sion 
y (#) = —2max {0,57 (t), —0,5x (t)} = — |zx (6) |. 
$ 11. Dérivateurs 


Le schéma représenté sur la figure 2.32, a réalise la dérivation 
de la variable d’entrée uent (t). 


Cer 
Uegt (CU) (4 Usor ({) 
Rer : 
b 
Fig. 2.32 


Pour le démontrer écrivons l'équation de Kirchhoff pour le 
nœud «a»:ic — ir. Si maintenant l’on exprime les courants selon 
la loi d’Ohm, on obtient l'égalité 

C d (Uent — eg) _€R—Usor 


PT ÉD (2.18) 
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Comme e, = — “RE Æ 0, il vient 
Usor (t)= — RC, C.Q.F.D. (2.19) 


Le schéma de dérivation considéré est peu utilisé dans les calcula- 
teurs, car il possèdé la désagréable propriété d’amplifier les pertur- 
bations *). C'est pourquoi on s'arrange toujours pour éviter la déri- 
vation. Si l’on n’y arrive pas on utilise des dérivateurs combinés 
qui procèdent également à un lissage. La figure 2.32, b et c, repré- 
sente deux schémas effectuant une dérivation avec lissage. Dans le 
premier schéma le lissage est réalisé grâce à un condensateur intro- 
duit dans le circuit de contre-réaction. Dans le second schéma on 


« 


utilise à cet effet une résistance d’entrée. 


$ 12. Exercices et questions 


4. Les calculateurs analogiques soviétiques 3MY-10 et MH-17M 
possèdent : le premier, 48, et le second, 80 intégrateurs et sommateurs. 
A quel type se rapportent-ils ? 

2. Quelle est la fonction des principaux organes des calculateurs ? 

3. Quelles sont les principales particularités de l’AO? 

4. Citer les types de contre-réaction que vous connaissez. 

o. Montrer que le sommateur réalise l'expression 


n n 
u u u 1 1 
Rte kit], (220 
j=1 J= 


compte tenu de ce que le gain de l’AO est fini. 

6. Comment ajuste-t-on le coefficient de transfert du sommateur ? 
Discuter le cas &« > 1, &« << 1, où « est le coefficient de transfert du 
sommateur pour une entrée quelconque. 

7. Montrer que l’intégrateur réalise l'expression 


dusor K _ uent Usor (2.21) 


dt K+1 RC  RC(K+1) ? 


compte tenu de ce que le gain de l’AO est fini. 

8. Comment faut-il donner les conditions initiales pendant l'in- 
tégration ? 

9. Comparer l’ajustage des coefficients de transfert des somma- 
teurs et des intégrateurs. 

10. Qu'entend-on par gel (fixation) de la solution et comment 
s’effectue-t-il ? 


*) Pour plus de détails voir $& 1, chapitre 3. 
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11. Trouver les expressions mathématiques réalisées par les 
schémas de la figure 2.33. 

Nota: 

le schéma 4) multiplie le vecteur x (t) — {x, (t), x (t), xs (t)} 
par une matrice constante; 


Fig. 2.33 


les schémas 9) et 10) sont décrits par la même équation différen- 
tielle non résolue par rapport à la dérivée d’ordre supérieur ; 

le schéma 10) est invariant par la transformation f (x, z). L’est-il 
par toute autre transformation ? 
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12. Construire le schéma fonctionnel de résolution de l'équation 
exp (—at) sin (ot + wo) = 1 — Bt. 


13. Pourquoi les multiplieurs des machines à tubes électroniques 
possèdent-ils un facteur d'échelle u = 0,01 ? 


Fig. 2.34 


14. Construire le schéma fonctionnel réalisant y (t) = [x (t)]°/3, 


où z({) est une variable donnée. | 
15. Trouver les expressions mathématiques réalisées par les 


schémas fonctionnels de la figure 2.34. 
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16. Montrer que Île dérivateur de la figure 2.32, a réalise l’expres- 
sion 


Ÿe t RC du r 
Usor — — 7 RO ent —" KI 7 ; (2.22) 


compte tenu de ce que le gain de l'AO est fini. 

17. Le schéma de la figure 2.26, b effectue une extraction de raci- 
ne carrée par résolution de l’équation différentielle y’ — —X [y°—zxl}, 
y (0) =0. En faire la preuve en résolvant cette équation pour z=1* — 

— Const. 


CHAPITRE 3 


PRÉCISION DES CALCULATEURS 


$S 1. Sources d'erreurs introduites 
par les calculateurs 


Les calculateurs analogiques résolvent les problèmes avec des 
erreurs. On entend par erreur la différence entre la valeur exacte de 
Ja variable et la valeur fournie par la machine. Les erreurs sont 
dues à l’action conjointe d'un grand nombre de facteurs. Les plus 
importants d'entre eux sont les erreurs introduites par les opéra- 
teurs, les perturbations et la méthode de résolution choisie. Dans 
ce chapitre on se propose d'étudier l'influence des erreurs introduites 
par les opérateurs et les perturbations sur la précision des calculs. 

La précision des opérations mathématiques est la caractéristique 
fondamentale des opérateurs. Pour évaluer cette précision on aura 
profit à introduire les notions d’opérateur parfait et d’opérateur réel. 
Les opérateurs examinés au chapitre 2 sont parfaits. Ils se caracté- 
risent par une équivalence mathématique rigoureuse entre les pro- 
cessus physiques dont ils sont le siège et les opérations mathémati- 
ques qu'ils réalisent. L'opérateur parfait effectue les opérations 
avec une précision absolue. Il est certes impossible de le construire. 
C'est un dispositif abstrait commode pour évaluer les erreurs des 
opérateurs réels. Par erreur d'un opérateur réel on entend la diffé- 
rence entre les tensions de sortie de l'opérateur parfait et de l’opéra- 
teur réel. Pour trouver ces erreurs il faut étudier la structure interne 
des opérateurs réels. Cette étude peut être plus ou moins poussée. 
Pour notre part nous la ferons en première approximation. On sup- 
posera que les opérateurs parfait et réel sont constitués des mêmes 
éléments et que ces éléments sont reliés par les mêmes relations. 
La différence entre ces opérateurs tient simplement à la « qualité » 
des éléments de l'opérateur réel. 

L'opérateur parfait, à l’inverse de l’opérateur réel, est composé 
d'éléments parfaits: d'un AO sans dérive, sans inertie et à gain 
infini; des résistances et condensateurs avec des paramètres absolu- 
ment exacts ne dépendant ni du temps, ni de la température, ni de 
l'humidité du milieu ambiant. 
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La tension de sortie de l'opérateur sera représentée par une fonc- 
tion 


Usor = f (Pi: Pas - +1 Pns Uss Uzs Um): (3.1) 


OÙ Pyr Pos + + +» Pn SOnt les paramètres de l'opérateur; u;,, ue, . .. 
«++ Um les Variables d'entrée. 
Cette expression devient en écriture vectorielle 


Usor = f (D, u), 


où p est le vecteur des paramètres ; w le vecteur des variables d'en- 
trée; ur la tension de sortie (qui est un scalaire). 
Par définition l'erreur de l'opérateur est 


Ausor = fp (Pp» Up) — fr (Pr: Ur); (3.2) 


Où fp (Pp: Up) est la fonction réalisée par l'opérateur parfait, f. (p., uw.) 
la fonction réalisée par l'opérateur réel ; p, le vecteur des paramètres 
de l'opérateur parfait, p. le vecteur des paramètres de l'opérateur 
réel, u, le vecteur des variables d’entrée parfaites, u, le vecteur 
des variables d'entrée réelles. 

La précision de l'opérateur réel est liée à trois types d'erreurs. 

Les erreurs du premier type sont paramétriques. Elles sont égales 
à la différence des paramètres: Ôp} = Pjp — Pjr ] = 1,2, -...,n 
ou sous la forme vectorielle : ôp — p, — p.. Les erreurs paramétri- 
ques sont une conséquence des défauts de fabrication des pièces de 
l'opérateur. 

Les erreurs du deuxième type sont structurales (ou constructives). 
Elles sont dues aux particularités constructives des éléments de 
l'opérateur et en premier lieu, des amplificateurs opérationnels qui, 
en vertu de leur principe de fonctionnement, ne peuvent posséder 
un gain infini, ni être sans inertie. Pour mettre ces erreurs en éviden- 
ce, il faut analyser soigneusement les processus électriques qui.se 
déroulent dans les opérateurs en tenant compte des particularités 
des schémas électroniques des AO. 

Les erreurs du troisième type sont les perturbations. Elles se 
traduisent par l'absence de correspondance rigoureuse entre la 
variable machine et la variable mathématique. La variable machine 
varie de façon plus compliquée, voire même aléatoire comparative- 
ment à la variable mathématique. La variable u, (t) est dite parfaite 
en ce sens qu'elle est censée correspondre rigoureusement à la variable 
mathématique. La variable u, (t) est dite réelle dans la mesure où 
elle représente la tension de sortie d’un opérateur réel quelconque. 
La différence n(t) = u, (t) — u, (t) s'appelle perturbation. Les 
perturbations sont caractérisées par une vitesse de variation dans 
le temps bien plus grande que celle des variables machine. La figu- 
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re 3.1 représente une variation typique, bien qu'un peu exagérée, 
des variables parfaite et réelle et de la perturbation en fonction du 
temps. 

Les perturbations sont dues à un grand nombre de facteurs incon- 
trôlables que l’on peut classer en intrinsèques et extrinsèques. 

Les facteurs extrinsèques sont l'instabilité des sources d’alimen- 
tation, l'influence des divers dispositifs électriques puissants qui 
s’alimentent à la même source que 
le calculateur. La connexion et 
la déconnexion de ces dispositifs 
s'accompagnent de perturbations. 
Corume facteurs extrinsèques on a 
encore la température, l'humidité 
du milieu ambiant et les per- 
turbations dites industrielles. Les 


u(t 


Upart (À) 


la 


pl) diverses unités industrielles : trans- 
7Ü) t port électrique, moteurs électri- 
5 ques, fours haute fréquence pour 


la fusion, la trempe, le :séchage, 

etc., engendrent un puissant champ 

Fig. 3.1 électromagnétique qui perturbe le 

fonctionnement des opérateurs du 

calculateur. On arrive par des 

méthodes spéciales de construction à protéger presque entièrement 
le calculateur contre les perturbations extérieures. 

Les facteurs intrinsèques sont liés directement aux opérateurs 
du calculateur. Ces perturbations sont inhérentes aux principaux 
phénomènes électroniques qui se déroulent dans les opérateurs. 
Elles sont dues aux fluctuations des courants et tensions électriques, 
d'où leur nom de bruits de fluctuation. D'une façon générale, par 
fluctuations on entend en physique des oscillations aléatoires de 
grandeurs autour de leur valeur moyenne. Les fluctuations sont 
dues à la nature stochastique de nombreux phénomènes physiques. 
Comme facteur intrinsèque, on a encore l'interaction des opérateurs. 
Les perturbations qui en résultent se propagent par les câbles de 
commutation et les circuits d'alimentation des opérateurs. Plus 
la vitesse de variation des variables machine est grande, plus fortes 
sont les perturbations engendrées par cette interaction. Il est impos- 
sible d'éliminer les bruits de fluctuation. Ce qu'on peut faire à la 
rigueur, c’est choisir des schémas et un régime de travail qui tende 
à réduire au minimum l'influence mutuelle des opérateurs. 

En résumé, donc, les principales causes d'erreurs sont les pertur- 
bations, les erreurs de technologie et l’imperfection de l’AO, imper- 
fection qui se traduit par la dérive du zéro, l’inertie et un gain fini. 
Ces erreurs se manifestent à des degrés différents selon le type d’opé- 
rateur. 
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$ 2. Erreurs liées aux opérateurs 


D'une façon générale, l’erreur liée à un opérateur peut être appro- 
chée par la différentielle 


Ausor © f[Pp; Up(t)]—f1Ph—6P, U(t)+n(t)]= 


LS gi 4 | 
= 2 Ds Gpr+ à zut) (8-3) 


où 7e est la dérivée partielle de la fonction f (p, u) par rapport 
p 
au paramètre Dpj; 2 la dérivée partielle de la fonction f (p,u) 


par rapport à la variable Upn: M8 (t) la perturbation de la variable 
d'entrée u, (t). 

1. Erreurs liées au sommateur. En vertu de (2.3) le sommateur 
délivre la somme 


L'erreur du sommateur due aux erreurs des paramètres (A..., R;, 
j = 1,2, ..., n) et aux perturbations peut être exprimée à l’aide 
de la formule (3.3) comme suit: 


ñn n n 
ôRe. Re.rôR Re. 
Aior + Den D FRE y — 3 “eee n, (6), 
J 


J=1 j=1 J=1 


où l’on suppose que les erreurs technologiques Ôfte.r, ÔR; et les 
perturbations n,(t) sont assez petites. 

Les erreurs structurales du sommateur sont dues à la finitude- 
du gain de l’AO, à la dérive du zéro et surtout aux particularités du 
schéma de principe électronique de l’AO. 

En utilisant (2.20), on établit la relation suivante entre la ten- 
sion de sortie du sommateur et le gain X de l’AO: 


(St 
J=1 


On voit que plus le coefficient X est grand et moins il influe sur la 
tension de sortie. 

Pour calculer l’erreur du sommateur liée à la dérive du zéro de 
J'AO, on supposera qu’à l'entrée de l’AO (voir fig. 2.3) est appliquée 
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une tension supplémentaire —e, (t) destinée à compenser la dérive. 
À la sortie de l’AO, on aura donc la tension 


u = —le —e (1) K. (3.4) 


Si l’on tire e, de (3.4) et que l’on porte son expression dans (2.3), 
on obtient, compte tenu de ce que €, = — “801 est petit, 


Usor = 


X 
(+ SL). 


jui jumi 


où €, (f) (1 + 2) est l'erreur due à la dérive. 


i 

L'analyse des processus électriques se déroulant dans les sché- 
mas du sommateur et de l’AO permet de s'assurer que la tension de 
sortie du sommateur n'est exprimée qu’approximativement par la 
formule (2.3). La tension de sortie est décrite de façon plus exacte 
par l'expression : 


n 


Re. 
+ Usor = — > 


j=1 


T, Lusor 
dt F Ti 


so 


(3.5) 


où Jet T, sont des grandeurs petites qui sont habituellement négli- 
gées. Mais dans les cas où la vitesse de variation des variables d'entrée 
est grande, celle de us (t) peut l'être également. Si alors on néglige 
les termes en 7, et T., on risque de commettre des erreurs élevées, 
ce qui dans certains types de schémas faussera les résultats. 

Comme erreur structurale inhérente au sommateur citons encore 
le retard de la tension de sortie u,.- (t) sur la tension d'entrée uent (£), 
dû à l’inertie de l'amplificateur à courant continu (cf. $ 2, chapitre 2). 
Dans les sommateurs et les amplificateurs d'échelle, le retard dépend 
du coefficient de transfert et vaut approximativement 


1+a 


TELLE: 


où t, est le retard introduit par l’'AO, K > 4104 le gain de l’AO, 
a — ser le coefficient de transfert de l'opérateur. De (3.6) on 


t 

voit que le retard de l’opérateur croît avec &. En général, & ne dé- 
passe pas 20. Lorsque l’AO est utilisé comme un opérateur autonome, 
il est naturel de poser &« = XÆ et le retard est alors maximal. 
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2. Erreurs liées au sommateur intégrateur. L'erreur du sommateur 
intégrateur due aux erreurs des paramètres et aux perturbations 
s'exprime d’après la formule (3.3) compte tenu de (2.12): 

n t { 
. 1 ôC ÔR; k 
Br= — > pe (T +72) re 11 (#) dt | Auo, 
j=1 
où Au, est l'erreur d'initialisation. 
Pour calculer l’erreur de construction de l’intégrateur, voyons 


par quoi se traduit la finitude du gain X de l’AO. En vertu de (2.21) 
on a l'équation différentielle en usor (t) 


dusor K  Uent _ Usor 
dt 1+1X RC RC(1+K) : 


Intégrant les deux membres de cette équation et supposant que 
K : 
re = 1 on obtient 


t t 
1 4 
Usor (t) = — AC Uent Carr Usor dt, 


d’où l'erreur 
; { 
AUsor — ACUTFA) Usor dt. 

Les deux dernières expressions montrent que l'erreur et la tension 
de sortie usor (t) de l’intégrateur dépendent toutes deux de la ten- 
sion d'entrée uent (t). Examinons l'intégration de la constante 
Uent = 1 pour voir comment se manifeste l'erreur structurale. 

La tension de sortie de l’intégrateur parfait s'exprime comme 


use 7 . Celle de l’intégrateur réel est solution de l’équation 
différentielle (2.21) pour went = 1 : 
dusor 2 K + Usor 
à —_ Î+KRC  RCA+A) 


Sa solution analytique est 


t 
Usor (£) Fe — K {1 — €xXpP [ mn RC ({+K) 1}. 
En développant l'exponentielle en série, on obtient 


t t 
Usor (t)= — {1—1 FACATIR)  2RGTEART De } si 
K t t 


TAKE RC RC 
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Le premier terme négligé a 
2 (RC): (1+ KŸ° 
erreur d'intégration. L'erreur est d’autant plus grande que le temps t 
d'intégration est élevé et que le gain de l’AO est petit. Donc pour 
diminuer l'erreur il faut réduire le temps d'intégration. Dans chaque 
calculateur concret, on recommande une durée d'intégration qui est 
fonction du type d'AO utilisé. Tout excès se traduit par des erreurs. 
Ainsi le calculateur soviétique MH-14 prévoit une durée d’intégra- 
tion de 10 000 5, le MH-7 une durée de 150 s. 
Voyons comment la tension de dérive contribue à l'erreur du 
sommateur intégrateur. On supposera comme Drécédemment qu'à 
l’entrée de l’AO est appliquée une tension supplémentaire —e, (t) 


« 


destinée à compenser l'effet de la dérive. La tension de sortie de 
l'AO vaut usor — —K leg — eott)l, d'où € = — “pr + e (t). 


représente la principale 


Portant cette expression dans (2.9) et compte tenu de ce que “s0e = 0, 
il vient 


n Î 
or (=D er | mt+e (+ D Re | eo (t) dt. 
Jæ=i 0 j=i 


Les deux derniers termes sont l'erreur du sommateur intégrateur 
due à la dérive: 
n t 
Ausor (t) = —eo(t) — De RC eo(t) dt. (3.7) 


j=i 


Cette erreur croît avec les coefficients de transfert RC de l’intégra- 


teur et le temps { d'intégration. La limite inférieure d’intégration 
correspond à l'instant de la dernière compensation du zéro de l’AO. 

3. Erreurs du dérivateur. En vertu de (2.19) la variable de sortie 
du dérivateur parfait a pour expression 


uso (t)= — RC At. 


d'où l’on déduit l'expression de l'erreur due aux perturbations et 
aux erreurs des paramètres : 


Autor (#) = (CSR + R6C)-É2r — RC AO, (3.8) 


Appliquons l'expression (2.22) pour définir l'erreur structurale 
liée à la finitude du gain X de l’AO. L'on constate que la tension 
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de sortie du dérivateur vérifie l'équation différentielle linéaire 
à second membre 


RC dusor 
TK & Tuer er. 


_ RÇCEeat Sent | 


Donc l'erreur dépend de la fonction à dériver. Etudions à titre 
d'exemple l'erreur qui entache la dérivation de la fonction went ({) = 
— at. À la sortie du dérivateur parfait on aurait, en vertu de (2.19), 
Usor — —&RC. L'expression de la tension de sortie d'un dérivateur 
réel se trouve par intégration de l'équation différentielle 


RC dusor _. 
TIK à tt Usor— FR aRC 


avec la condition initiale usor (0) = 0. La solution est 


Usor (t) = — + [1 —exp (—- ) |; 
et l'erreur 
Ausor & — àRC exp (— et) | (3.9) 


On voit que cette erreur est fonction du temps et qu'elle croît avec 
la vitesse de variation & de la variable d'entrée. Elle prend sa valeur 
maximale —aRC à l'instant { — 0. Elle décroît d'autant plus vite 
que le gain de l’AO est élevé, de sorte qu’à la sortie de l'opérateur 
la dérivée est délivrée avec un retard d'environ 4RC/(1 + K}s. 

Pour définir l’erreur due à la dérive du zéro de l’AO on supposera 
qu'à son entrée est appliquée une tension de compensation supplé- 


mentaire —e ({). La tension d’entréel sera alors e = — EL + 
+ € (t). En portant cette valeur dans (2.18) et compte tenu de ce 
que “set est petit, on obtient 


Usor (t) = — RC ent + RC O0 Le(t). 


Les deux derniers termes représentent l'erreur du dérivateur due 
à la dérive du zéro de l’AO. 

4. Erreurs liées aux opérateurs non linéaires. L'étude des erreurs 
liées aux opérateurs non linéaires implique une analyse détaillée des 
processus électriques, une analyse qu'il nous est impossible de faire. 
La diode à tube ou à semi-conducteurs est l'élément le plus fréquem- 
ment utilisé dans les opérateurs non linéaires. Les diodes sont géné- 
ralement supposées idéales dans les calculs et la construction des 
opérateurs non linéaires. Sur la figure 3.2 la caractéristique tension- 
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courant réelle est représentée en pointillé et la caractéristique idéali- 
sée en trait continu. & est le courant traversant la diode, u la tension. 
La figure montre qu'il faut attendre les plus grandes erreurs des 
opérateurs non linéaires dans le domaine 
des petites variations des variables ma- 
chine. 

9. Comparaison des erreurs des  opéra- 
teurs. Des erreurs dues aux mêmes causes 
se manifestent différemment selon l'opé- 
rateur et l’opération réalisée. Ainsi, les 
erreurs de construction du sommateur, de 

Fig. 3.2 l’intégrateur et du dérivateur, liées à la fini- 
En tude du gain de l’AO diminuent lorsque ce 
gain croît. Quant au temps, les erreurs en 
dépendent différemment: dans le dérivateur les erreurs les plus 
grandes apparaissent au début du fonctionnement, dans l'intégra- 
teur elles croissent avec le temps, dans le sommateur elles ne dépen- 
dent pas du temps. La sensibilité du dérivateur et de l'intégrateur 
aux perturbations n’est pas la même. Les perturbations sont caracté- 
risées par une vitesse de variation plus grande comparativement 
à celle de la variable mathématique (idéale), donc en vertu de (3.8) 
la valeur relative des perturbations 
croît brusquement. On sait que la dé- 
rivée en un point est numériquement 
égale à la pente de la tangente à la cour- 
be en ce point. Sur la figure 3.1 on a re- 
présenté les tangentes à un instant f* 
à la courbe propre à l'opérateur parfait 
et à la perturbation, d'où il ressort qu’en t 
dérivant la variable machine réelle, on Fig. 3.3 
est susceptible de commettre une erreur ri 
aussi bien sur la valeur de la dérivée 
que sur son signe. Cela vient du fait que la dérivation est au 
fond une opération locale. Au contraire, l'intégration est une 
opération qui est bien moins sensible aux perturbations. Sur 
la figure 3.1 on remarque que dans l'intégration les aires positi- 
ves et négatives délimitées par le courbe n (f) se compensent mutuel- 
lement et influent très peu sur le résultat. Cette différence dans 
la sensibilité des opérations aux perturbations tient tout d'abord 
à la nature très distincte de la dérivation et de l'intégration et non 
pas aux particularités des opérateurs. 

La figure 3.3 représente une courbe de variation typique de la 
dérive du zéro en fonction du temps. On voit que la dérive est caracté- 
risée par une variation dans un sens et qu’elle croît avec le temps. 
Donc l’erreur qu’elle entraîne pendant l'intégration croît avec le 
temps d'intégration. 
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$ 3. Facteur de qualité 


Pour pallier à la difficulté d'évaluer a priori la précision du 
résultat en fonction des erreurs des opérateurs, des perturbations et 
de la précision des appareils de mesure, on introduit souvent un 
critère général de précision appelé facteur de qualité, qui est déter- 
miné par la formule 


d = Emax— Emin SH Emax 


Emin min ; 


E max €t E min étant les valeurs maximale et minimale de la variable 
machine. Dans les machines à tubes E,,, — 100 V ; Ein est déter- 
minée expérimentalement pour chaque machine. Elle dépend du 
niveau des perturbations, des erreurs liées aux opérateurs, de la 
précision des appareils de mesure utilisés. Si, pendant un intervalle 
de temps assez long, la variable machine est inférieure à Ein et 
partant commensurable avec la perturbation, la solution du problè- 
me risque d'être affectée d’une grosse erreur. 

Dans les meilleurs machines, si E»ax — 100 V, on prend Ein = 
= 0,1 V et le facteur de qualité vaut d = 108. 

Le logarithme décimal du facteur de qualité, m = log d, repré- 
sente le nombre de décimales justes que l’on peut obtenir moyennant 
une utilisation adéquate de sa plage de fonctionnement. 


$ 4. Questions et exercices 


1. Qu'entend-on par erreurs de construction, erreurs des para- 
mètres des opérateurs ? 

2. Comment se manifestent les perturbations et quelles sont 
leurs sources ? 

3. Comparer l'influence des perturbations sur les résultats des 
diverses opérations. 

4. Par quels facteurs est limité le cocffi- 
cient de transfert des opérateurs? 

5. Par quoi est bornée la durée de résolu- 
tion d’un problème quelconque sur calcula- 
teur analogique ? 

Qu'est-ce que le facteur de qualité et 
de quoi dépend-il ? 

7. La dérivation est parfois effectuée par la méthode des fonctions 
implicites selon le schéma de la figure 3.4. 

1) Montrer que ce schéma résout l’équation implicite F (y) = 

t 


= z (if) — | y (t) dt = 0 relativement à y par simulation de la solu- 
0 
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tion de l'équation différentielle 
t 
y = —kX [z@— y (t) dt | sign (F;] 
0 


avec la condition initiale y (0) = 0, où KÆ est le gain de l'AC. 

2) Montrer que y(t) = zx’ (t) + Ôô(t), où Gt), l'erreur du 
dérivateur, est une fonction périodique de période T = 2x V x. 
Trouver une équation différentielle pour à (t) et définir, en la résol- 
vant, l'erreur affectant la dérivation des fonctions zx(t) — at, 
zx (t) = sin t. 

8. Définir l'erreur de l’intégrateur due à la finitude du gain de 
l'AO pendant l'intégration de la fonction À sin wt. Discuter en 
fonction de À et «. 

9. Définir l'erreur du dérivateur de la figure 2.32, a due à la 
finitude du gain de l’AO pendant la dérivation de la fonction 
A sin ot. Discuter en fonction de À et «. 


CHAPITRE 4 


PROBLÈMES GÉNÉRAUX DE LA PROGRAMMATION 
DES CALCULATEURS ANALOGIQUES 


$ 1. Langage et étapes de la programmation 


La résolution des problèmes sur calculateurs analogiques est 
précédée d'un travail préparatoire appelé programmation. La pro- 
grammation consiste à retenir les opérateurs nécessaires à la résolu- 
tion du problème et à les connecter en fonction des relations mathé- 
matiques données. On établit ainsi une correspondance entre les 
variables du problème et les variables machine. 

Le résultat final de la programmation (le programme) se pré- 
sente soit sous forme de tables de commutation, soit sous forme 
d'organigrammes qui, pendant la préparation du calculateur, sont 
utilisés pour la commutation électrique et le réglage des opérateurs. 

Le programme doit contenir toute l'information nécessaire à la 
conduite du calculateur pour résoudre le problème donné. Les échelles 
sont indiquées dans des fableaux contenant la liste des variables 
mathématiques, celle des variables machine qui leur correspondent 
et les valeurs numériques des échelles. 

Un programme est nécessairement écrit dans un langage (langage 
de programmation) qui doit remplir plusieurs critères. En effet, 
il doit être suggestif, compact, universellement accessible. Pour 
toutes ces raisons et parce qu'ils se prêtent bien aux publications 
on préfère les organigrammes aux tableaux. La forme tabulaire est 
plus compacte, mais elle est moins suggestive et privilégie la machi- 
ne retenue. L’organigramme s’est imposé à la méthode tabulaire 
par son universalité. L'organigramme est un langage graphique dont 
on s’est servi jusqu'ici sans le mentionner expressément. Il met en 
jeu deux éléments: les blocs et les liaisons. 

Les blocs sont symbolisés par des figures géométriques (rectan- 
gles, cercles, triangles, etc.). On a convenu de désigner certains types 
d'opérateurs toujours par les mêmes symboles. La nature de la 
correspondance entre les opérateurs et les blocs de l’organigramme 
est décrite dans les annotations. En cas de besoin on inscrit les 
relations mathématiques réalisées par les opérateurs à l'intérieur 
des symboles qui les représentent. 

Les liaisons sont des lignes (orientées au besoin) qui indiquent 
le cheminement de l’information (variables, résultats d'opérations) 
élaborée par tel ou tel opérateur. A première vue on pourrait penser 
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que l’existence d'une liaison entre deux opérateurs n'équivaut pas 
à une opération. En fait la liaison symbolise une opération parti- 
culière, appelée opération d'affectation qui consiste à identifier 
constamment la variable d'entrée d’un opérateur à la variable de 
sortie de l'autre. 

La programmation des calculateurs utilise jusqu'à quatre niveaux 
de langage d’organigrammes. Les niveaux de langage diffèrent par 
l'abondance des informations sur l'organisation du calcul. Enumé- 
rons-les en commençant par le plus haut : organigrammes sommaires, 
schémas fonctionnels, schémas de commutation, schémas électriques. 

A titre d'illustration écrivons aux divers niveaux le programme 
de résolution de l'équation différentielle x’ (t) — y (t)-x (t) = z (t) 
avec la condition initiale x (0) — z,, où y(t) est un coefficient 
variable égal à ee r etz (£) = —exp (—{). 

La figure 4.1, a représente l’organigramme au:'niveau le plus 
élevé. Le schéma comporte trois blocs indiquant par lä’même qu'on 


aura plus profit à reproduire séparément le coefficient y =. 


puis le second membre z(t) = —exp (—t) et seulement après la 
solution proprement dite de l'équation. 

La figure 4.1, b représente l'organigramme du même problème 
mais au niveau fonctionnel. Le schéma fonctionnel de même que 
l'organigramme ne sont pas orientés vers un calculateur concret. 
Le schéma est détaillé à certains opérateurs d’un calculateur imagi- 
naire abstrait. | 

Le schéma est composé pour des variables mathématiques et 
traduit sous une forme assez générale l’idée fondamentale, le prin- 
cipe d'organisation des liaisons entre les opérateurs qui permettra 
d'aboutir à la solution cherchée. Pour faciliter la comparaison on 
a encadré par des rectangles en pointillé les groupes d'opérateurs 
de la figure 4.1, b, correspondant à ceux de la figure 4.1, a. 

La figure 4.1, c représente le schéma détaillé du bloc de l’orga- 
nigramme qui délivre la fonction —y (it) = — ET . Ces schémas 
sont dits de commutation. Le schéma de commutation est orienté 
toujours vers le calculateur qui va servir à la résolution du problème. 
ÏJ1 traduira donc les particularités de la connexion des opérateurs, 
propres à ce type de calculateurs. Ces particularités consistent en ce 
que la structure (ou topologie) du schéma de commutation peut ne 
pas répéter celle du schéma fonctionnel correspondant. Les schémas 
de commutation portent les numéros des opérateurs retenus et les 
numéros des entrées utilisées conformément au panneau de câblage 
du calculateur choisi. Le schéma de la figure 4.1, c est orienté vers 
la machine MH-7 *). Dans les schémas de commutation les variables 


*) Voir l'Annexe. 
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sont des tensions électriques. La variable machine correspondant 
à la variable mathématique y (t) est égale au produit m,y (t) V, 
où m,. est l'échelle de la représentation de la variable mathématique 
par une tension électrique. Les schémas de commutation portent 
les valeurs numériques des coefficients de transfert des opérateurs 
et les rapports des potentiomètres compte tenu des échelles choisies. 
Les schémas de commutation sont utilisés pour câbler les problèmes 
sur le panneau de câblage de la machine. Aux liaisons (lignes) du 
schéma de commutation sont associés des câbles électriques se 
terminant par des fiches monopolaires. 

La figure 4.1, d représente le schéma de principe détaillé au 
niveau des AO et des éléments (condensateurs, résistances) qui consti- 
tuent les circuits d'entrée et les boucles de contre-réaction des opéra- 
teurs. Ces schémas sont dits électriques. Ils remplacent souvent 
les schémas de commutation lors de la composition des problèmes. 

Sur la figure 4.2 sont représentés les principaux opérateurs des 
calculateurs analogiques et leurs équivalents électriques. 

Il est commode de scinder la programmation des calculateurs en 
quatre étapes consistant, la première à analyser le problème donné, 
la seconde à mettre au point le schéma fonctionnel, la troisième 
à choisir l'échelle de représentation des variables mathématiques 
par les variables machine et la quatrième, enfin, à élaborer le sché- 
ma de commutation. 

Dans la première étape les expressions mathématiques du proble- 
me initial sont analysées dans le but d’être ramenées à une forme 
accessible à la machine. En effet, bien des problèmes ne se prêtent 
pas à la simulation dans leur forme initiale. Les calculateurs analo- 
giques sont le mieux adaptés à la résolution d'équations différentiel- 
les ordinaires, données sous forme d'un problème de Cauchy. Donc 
pour résoudre sur calculateurs des problèmes qui se posent sous une 
forme autre que les équations différentielles ordinaires, il faut les 
ramener par des méthodes adéquates à des problèmes de Cauchy 
équivalents. Cette « reposition » des problèmes fera l’objet de la 
plupart des chapitres suivants. 

La deuxième étape est l'étape d'établissement des schémas fonc- 
tionnels correspondant à l’organigramme de résolution du problème. 
Comme dans la plupart des cas les données initiales sont ramenées 
à un problème équivalent de Cauchy, la principale méthode de 
programmation des calculateurs est la méthode de construction des 
schémas fonctionnels pour la simulation d'équations différentielles. 
Ces méthodes seront exposées dans le détail au chapitre suivant. 

A noter qu’une même méthode peut être réalisée par des schémas 
différents. Ces schémas sont équivalents puisqu'ils résolvent le 
même problème, mais ils se distinguent entre eux par le type d’opé- 
rateurs mis en jeu ainsi que par le caractère des liaisons. Il est donc 
très important de choisir un schéma exact et optimal. 
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La notion de schéma optimal prend une signification différente 
selon le problème et le type de calculateur utilisé. Mais quoi qu'il 
en soit, le meilleur schéma est toujours celui qui à tierces conditions 
égales est plus économique, i.e. demande moins de temps pour la 
préparation du calculateur et la génération de la solution. D'ordi- 
naire, entre deux schémas fonctionnels, on choisit celui qui met le 
moins d'opérateurs en jeu. Mais les opérateurs ne sont pas équiva- 
lents quant à la précision des opérations effectuées et le temps néces- 
saire à leur préparation et leur mise au point. L'établissement de 


Fig. 4.3 


schémas fonctionnels économiques mettant en service peu d'opéra- 
teurs est à envisager probablement lorsqu'on a toutes les raisons 
de penser qu’on en manquera pour résoudre le problème. Si l’on 
dispose d’une quantité suffisante d'opérateurs, il semble qu’on n'ait 
aucun profit à lésiner sur les moyens. Il est encore un critère impor- 
tant, c’est la rançon de l’économie des opérateurs. Le plus souvent 
la réduction de l'équipement mis en œuvre se traduit par une dimi- 
nution de l'information sur le phénomène étudié. Cette perte d’in- 
formation peut être si élevée que les résultats obtenus ne correspon- 
dent plus aux objectifs fixés. 

Un exemple nous est donné par les schémas de la figure 4.3, a et b. 
Is fournissent tous les deux la solution de l’équation différentielle 


y" + ay" + a2y = 0 
avec les conditions initiales 


y'(0)=ys, y(0) = Yo. 


Le schéma 4.3, a est plus économique, il contient un sommateur 
en moins. Les fonctions du sommateur et de l’intégrateur sont cumu- 
lées par un seul opérateur : le sommateur intégrateur. Cependant 
ce schéma est moins informatif que le schéma 4.3, b puisqu'il ne 
délivre pas la variable y” (£). On pourra donc s’en servir dans les 
cas où le comportement de la variable y” (£) importe peu. 

Nous étudierons dans le détail le contenu de la troisième et la 
quatrième étape dans la suite. Avant de conclure ce paragraphe, 
arrêtons-nous sur les problèmes relatifs à l’organisation du contrôle 
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de la marche du calculateur, problèmes qui sont étroitement liés 
aux deux premières étapes de la programmation. 

La nécessité de contrôler la marche du calculateur est due à l’éven- 
tualité d’un mauvais fonctionnement pour les causes les plus diver- 
ses : tubes ou appareils à semi-conducteurs grillés, variation des 
paramètres des opérateurs par vieillissement des éléments constitu- 
tifs, variation de l’humidité et de la température du milieu ambiant, 
coupure des liaisons électriques entre les opérateurs par rupture 
des câbles de commutation et perte de contact avec le panneau de 
câblage. Tout ceci peut se traduire par une perte totale du résultat 
ou une imprécision dans les calculs. Le contrôle du fonctionnement 
du calculateur permet au programmeur de mettre en évidence les 
causes du mauvais fonctionnement et d'y remédier en temps oppor- 
tun. Ce contrôle est particulièrement important dans les calcula- 
teurs spécialisés fonctionnant dans les systèmes de commande auto- 
matique. Ici les normes de fiabilité et la qualité du contrôle sont 
plus élevées. 

Un mauvais fonctionnement d'un calculateur inclus dans un 
système de commande automatique pourrait au pire entraîner Îla 
destruction de l’objet commandé. La localisation des erreurs n’est 
pas toujours la solution miracle. Le travail du système de commande 
doit être organisé de telle sorte que les éventuelles erreurs ne se réper- 
cutent pas sur la qualité de la commande et à fortiori sur la durée 
de vie de l'objet guidé. D'une façon générale, cette insensibilité 
aux diverses perturbations dans le fonctionnement du calculateur 
est assurée par une redondance des opérateurs. 

Le contrôle du fonctionnement du calculateur repose sur la vérifi- 
cation automatique de certaines relations de contrôle. Souvent on 
réussit dès le stade de l'analyse du problème donné à trouver des 
expressions mathématiques qui doivent être vérifiées par les varia- 
bles. Ces relations de contrôle se ramènent à la forme 


D (Ya Yes ee.) Un) = 0, (4.1) 


OÙ Yys Yos + + +» Yn Sont les variables du problème à résoudre. On 
peut se servir d'expressions du type (4.1) pour le contrôle seulement 
dans le cas où elles n'interviennent pas dans l'établissement des 
schémas réalisant la solution cherchée. En plus du schéma générant 
la solution cherchée, on établit un schéma de contrôle réalisant 
les relations de contrôle (4.1). 

Lorsqu'on résout une équation différentielle, on prend souvent 
pour relation de contrôle cette équation elle-même dans laquelle 
on porte la solution à l'aide de la machine. Ainsi, la figure 4.4 
représente le schéma fonctionnel de l'équation 


y" + ay" + day = 0 
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avec les conditions initiales y’ (0) = y,, y (0) = y, et le schéma 
de contrôle qui porte les valeurs y(t), y’(t) et y” (t) élaborées dans 
l'équation initiale. Pour cela on se sert du sommateur auxiliaire 
à trois entrées représenté en bas du schéma de la figure 4.4. Ce som- 
mateur délivre la variable z — —10 (y” + ay” + ay). Si le cal- 
culateur effectuait les opérations avec une précision absolue, la 


variable z serait nulle. En réalité la variable z£ 0 et sa valeur caracté- 
rise la déviation de la solution délivrée par le calculateur par rap- 
port à celle de l’équation donnée. Pour faciliter la mesure de z, 
tous les coefficients de transfert du sommateur de contrôle sont pris 
égaux à dix. 

Parfois on a des difficultés à trouver des relations de contrôle 
convenables pour les variables initiales. On peut se tirer d’affaire 
toutefois en introduisant des variables redondantes (auxiliaires). Ces 
variables sont considérées uniquement pour faciliter le contrôle et en 
principe ne sont liées en aucune autre façon avec le problème posé. 
La redondance permet de se donner de façon arbitraire des relations 
de contrôle dépendant des variables initiales et auxiliaires. Il est 
évident que le nombre de relations de contrôle doit être égal à celui 
des variables redondantes. La grande latitude dont on dispose dans le 
choix des relations de contrôle permet d'établir des schémas de 
contrôle assez efficaces. 

llustrons la méthode des variables redondantes sur l'exemple 
d’un système d'équations différentielles que l’on rencontre fréquem- 
ment en approchant une équation différentielle aux dérivées par- 
tielles par un système d'équations différentielles ordinaires ($ 4, 
chapitre 7): 


ys (t) = yo (t) — 2ya (#) + ya (6), ya (0) = ÿ40: 


y5 (E) = y (E)— 2yy(t) + ys4 (8), y (0) = Yo (4.2) 


Yn (E) = Yn-1 (Et) — 2yn (t) + Yn+s (8), Yn (0) = Ynos 
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où yy(t), j = 1, 2, ..., n est solution du système (4.2); y, (t) 
et Yn41 (t) des fonctions connues de la variable indépendante t. 
On a profit à prendre ici pour relation de contrôle l’expression 


z (t)+ D, yy(t) = 0, où z (t) est la variable redondante. Cette rela- 
1 


tion est facilement réalisable sur calculateur lorsqu'on possède un 
schéma restituant la variable redondante z (t). Il est facile de trou- 
ver une équation différentielle dont z (£) soit solution. Pour cela 


il suffit de dériver la relation de contrôle 2’ (£) = — }, yi(t)et 


Je 
d'exprimer chaque dérivée y; (f) en fonction de la valeur de la fonc- 
tion conformément au système initial d'équations (4.2): 


2° (t)= —[yo(t)— ya (t) + Unes (t)— Yn (6), 2(0) = r à y(0). (4.3) 


Le calculateur délivre la solution z (ft) de l'équation (4.3) en même 
temps que celle du système initial. S'il fonctionne normalement les 
relations de contrôle doivent être réalisées. 
On aurait pu prendre une autre relation de contrôle, par exemple 
n 


z (t) +2 ÿ y (t) = 0 ou une autre encore. En se donnant une rela- 


jun | 
tion de contrôle il faut toujours l'utiliser simultanément avec le 
système initial pour rechercher l’équation différentielle qui définit 
la variable redondante. 

La qualité du contrôle dépend essentiellement des relations de 
contrôle choisies. A signaler qu'il n’est pas exclu que les relations 
de contrôle soient vérifiées alors que la solution est incorrecte et vice 
versa. 

L'automatisation du contrôle du fonctionnement du calculateur 
peut être poussée à un degré tel que la violation d’au moins une con- 
dition (4.1) entraîne l’arrêt de la machine et le programmeur est 
immédiatement avisé des causes. Mais d’une façon générale, plus 
le schéma de contrôle est parfait et exhaustif, plus il nécessite d'opé- 
rateurs pour sa réalisation. L'’inconvénient c'est que plus ces opé- 
rateurs de contrôle sont nombreux et plus ils ont besoin à leur tour 
d'être contrôlés. 


$ 2. Choix de l’échelle des variables 
dépendantes 


Les variables mathématiques sont représentées à l'échelle choisie 
sous forme de grandeurs physiques appelées variables machine. 
Les variables mathématiques dépendantes sont représentées par 


$ 1 CHOIX DE L'ÉCHELLE DES VARIABLES DÉPENDANTES 81 


des tensions électriques, la variable indépendante est assimilée au 
temps. 

Le choix de l’échelle des variables mathématiques dépendantes 
est l’une des étapes les plus complexes et les plus importantes de la 
programmation en raison de l’incompatibilité des critères qu'il doit 
remplir. Voyons les trois principaux d’entre eux. 

Primo : aucune variable machine ne doit quitter la plage de linéa- 
rité de l’amplificateur, qui est comprise entre —100 V et 100 V 
pour les machines à tubes. En dehors de cet intervalle les opérations 
effectuées par les opérateurs sont entachées de grandes erreurs. 

Secundo: les variables machine doivent être observables, i.e. 
elles ne doivent pas être trop petites ni varier trop vite, de manière 
à ce qu'elles puissent être repérées avec assez de précision par les 
instruments de mesure ou d'enregistrement. On admet qu'une varia- 
ble machine est petite si elle est commensurable avec les erreurs des 
opérateurs. 

Tertio : la variable machine ne doit pas rester petite pendant long- 
temps, car cela risquerait de se traduire par une non-répétition des 
résultats lorsqu'on résout plusieurs fois le même problème, à cause 
du caractère aléatoire des erreurs des opérateurs. 

Les variables mathématiques dépendantes zx, y, z sont figurées 
par les tensions u,; =m,x, u, = My, U, = M,Z, OÙ Ms, My M 


; : en volt 
sont les échelles. Elles sont de dimension : need eateln J' 


Les échelles sont utilisées sous forme de grandeurs constantes ou de 
fonctions de la variable indépendan- 

te t. Le choix de l'échelle dépend du 7%? 

caractère de variation de la variable 

mathématique. La figure 4.5 représen- z(t) 

te le graphe de la variable x, (t). zZ(O 

Pour cette dernière il faut prendre 

une échelle qui dépende du temps et 

telle qu’elle soit grande entre 0 et £, et ; 
petite entre #, et t*. Ce faisant on © ï FE 
satisfera le troisième critère. Si une Fig. 4.5 
variable, par exemple zx, (t), varie 

de façon assez «uniforme» sur l'intervalle [0, £*], on peut se 
contenter d’une échelle constante. 

1. Calcul des échelles constantes. Les deux premiers critères 
(observabilité des tensions et variation dans la plage +100 V) 
sont presque toujours immédiatement réalisés lorsque les échelles 
sont choisies à partir des formules 


Me = 


100 voit 
Zmsx L unité de mau | : 


__ 400 | volt (4.4) 
Ÿ  Ymox L'unité de mesure | ' 


6—0654 
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Effectuons à titre d'exemple le calcul des échelles des variables 
dont on connaît les limites de variation: la distance s varie dans 


l'intervalle 0 < s << 4 300 m; l’accélération angulaire Ô dans l’inter- 
valle —20 < 8 < 10 rad/s°; la température T dans l'intervalle 


190° << T < 390°. 
Il est commode defaire le calcul en se servant de tableaux d'échelles 
du type suivant : 


Tableau 4.1 
(1) Veus vV . çu) S a d 
, alcur à ympbolc ac 
Variable | absolue rondie FENEIE l'échelle 


s 4300 m 5 000 a — 0,02 V/m Ms 
. 100 _V:s° 
2 9 —_—— 
6 20 rad/s 20 50 — "rad me. 
100 V 
0 ET ER LPS 
T 390 400 70 = 0,25 degré Mr 


Expliquons le contenu de la colonne (3). Les nombres de cette 
colonne ont été obtenus à partir des quantités de la colonne (2) 
par un arrondi par excès (au besoin) au plus proche nombre de la 
forme 14 x 10%": 2 + 10€": 3 x 10%"; 4 x 10<"; 5 x 10€", où 
n est un entier. 

L'usage de ces nombres allège les calculs relatifs au passage des 
variables machine aux variables mathématiques et inversement. 

Il est parfois possible de porter dans la colonne (2) non pas des 
nombres, mais des expressions dépendant des paramètres du pro- 
blème à résoudre. Un tel changement d'échelle sous « forme géné- 
rale » permet d'obtenir des schémas de commutation qui permettent 
de résoudre toute une classe de problèmes similaires aux valeurs 
numériques initiales près. 

2. Concordance des échelles. Si les échelles sont choisies en vertu 
de (4.4) il faut procéder à leur concordance. La raison essentielle en 
est que lorsqu'on effectue des opérations sur les variables machine, 
les échelles doivent vérifier certaines relations qui dépendent de la 
nature de l'opération et du procédé de sa réalisation. Pour concorder 
les échelles on se sert de potentiomètreset d'amplificateurs d'échelles. 

Ilustrons la méthode de concordance des échelles sur quelques 
opérations. Cette méthode se base sur la méthode bien connue en 
algèbre des coefficients indéterminés. Elle consiste à égaler les 
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coefficients de l'expression mathématique initiale à ceux de l’expres- 
sion mathématique qui décrit le fonctionnement des opérateurs. 
Cette dernière expression mathématique renferme les variables 
machine exprimées en fonction des échelles connues et des coeffi- 
cients de transfert des amplificateurs d'échelle et des rapports des 
potentiomètres qui restent à déterminer. On obtient un système 
d'équations en les coefficients de transfert cherchés. 

1. Addition. Il faut délivrer une combinaison linéaire 
de deux variables x et y: 


—2 = Per + By, (4.5) 


où BB; et B, sont des nombres positifs donnés. 

Le schéma qui réalise la variable z est représenté sur la figure 4.6, a, 
où les potentiomètres placés à l'entrée du sommateur effectuent la 
multiplication des variables x et y par les coefficients BP, et f,. 


y) / œ / 
ÿ YMy 
a 
Æ L 
SD" mg De 
() / (; 4 / 
4 ZMy 
l) 


œ / 
- Mr ZMz 
Mz My Tz 
z SD 7 Peer, 
Yy ue 100 
TT, 
Cu 4 


Fig. 4.6 


Supposons que les échelles de représentation des variables x, y 
et z ont déjà été choisies d’après leurs valeurs maximales zx; 
Ymaxr Zmax et qu'elles sont respectivement égales à m,, m,, m.. 
Le montage de droite de la figure 4.6, a représente le schéma de 
commutation correspondant au schéma fonctionnel. Comme tout 
schéma de commutation, il est établi pour les variables machine, 
donc les coefficients de transfert &, et &,, ne sont pas encore connus. 
Il importe de les choisir tels que la variable machine correspondant 
à z ait précisément l'échelle m,. Pour déterminer &. et &, écrivons 
l'expression analytique suggérée par le schéma et liant les variables 
machine m,2z, M;T, My: 


—mM,2 = G;MxT + Œym y. (4.6) 
G* 
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En divisant par m,, on obtient 


——— y. (4.7) 


En égalant maintenant les coefficients en x et y des expressions 
(4.5) et (4.7) il vient 


Qxm Lymy 
pe, pt, 
d'où 
m. Le M: 
Chers bon - (4.8) 


Les coefficients B; et B, portés par les schémas fonctionnels sont 
appelés coefficients fonctionnels, les coefficients de transfert &. et a, 
indiqués sur le schéma de commutation, coefficients d'échelle ou 
facteurs d'échelle. Ceci souligne le rôle important que jouent les 
potentiomètres des schémas de commutation dans l'adaptation des 
échelles. Donc l’adaptation des échelles pendant la réalisation de 
l'expression (4.5) nous conduit à la conclusion : le facteur d'échelle 
est égal au produit du coefficient fonctionnel par le rapport des échelles 
des variables de sortie et d'entrée. 
2. Intégration. Soit à réaliser l'expression 


2= — | (B:x+ Buy) dt, (4.9) 
0 


où B; et B, sont des nombres positifs donnés, x et y des fonctions 
de la variable indépendante é. 

On suppose que les échelles m,, m,, m. des variables x, y et z 
ont déjà été définies d’après leurs valeurs maximales Zn x, Yma x+ Zmaxe 
Le schéma fonctionnel de la figure 4.6, b représente l’intégrateur 
qui débite l’expression analytique initiale (4.9). Le montage de 
droite de la figure 4.6, b représente le schéma de commutation de 
l’intégrateur muni de deux potentiomètres de rapport &. et æy 
qui sont à déterminer à partir des conditions de concordance des 
échelles. Les tensions électriques vérifient l’équation suivante: 


t 
M. = — [ (a.m,r+a,m,y) dt. 
ce 


En divisant par m,, on obtient 


t 
z = — | (a erta y) dt. 


m 


© 
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En égalant les coefficients de cette dernière égalité et de l’équation 
initiale (4.9) on obtient les mêmes expressions que pour l'addition, 
soit 


m; m: 
re be me Poe 


3 Multiplication. Soit à effectuer le produit z — 
= —yzy, où y est un nombre positif. Les échelles des variables 
x, y, 2 Sont fixées et égales à m., m,, m.. L'opération est effec- 
tuée d’après le schéma de commutation de la figure 4.6, c. Le rap- 
port « du potentiomètre et le gain B de l’amplificateur d'échelle 
sont à déterminer à partir des conditions de concordance des échelles. 

Ecrivons l’équation liant les tensions électriques: —m,z = 
miemy 
= : B 160 
schéma du multiplieur. En divisant la dernière équation par m, 
et en égalant les coefficients, on obtient 


xzy. Le dénominateur 100 correspond à l'échelle du 


4. Division. Soit à effectuer la division z = y, où y 


est un nombre positif donné. Les échelles des variables z, y et z 
sont fixées et égales à m,, m,, m,. Lorsque cette opération est 
effectuée par la méthode des fonctions implicites l’expression z — 


— + est ramenée à l'équation 
1 
— zy—2z=0 
+ 


qui est soluble relativement à z. Le schéma de commutation corres- 
pondant est représenté sur la figure 4.6, d. Deux potentiomètres de 
rapports @&, et &. sont nécessaires pour la concordance des échelles. 
La somme algébrique des variables d'entrée étant nulle à l’entrée 
de l’AO, on a l'égalité 


Le 5 


En divisant par &.m. et en égalant les coefficients à ceux de l’équa- 
tion 1 sy — z = 0 on obtient pour la détermination des coeffi- 


z2y—axmz = 0. 


cients @&, et «, la relation 


3. Difficultés du choix des échelles. Le choix des échelles des 
variables dépendantes se heurte à des difficultés liées à l'estimation des 
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valeurs maximales de ces variables avant la restitution de la solution. 
Rappelons que l'échelle de la variable zx (t) est calculée à l’aide de 


100 Gans laquelle figure za, La variable 


la formule |m, — 


x (t) définie sur l'intervalle [0, £*] peut atteindre son maximum soit 
aux extrémités, soit à l’intérieur de cet intervalle. Certains cas 
sont représentés sur la figure 4.7. Les fonctions monotones de la 
figure 4.7, a et b, atteignent leurs valeurs maximales aux extré- 


T(£) Z({) 


Z(#) 


Fig. 4.7 


mités de l'intervalle. La figure 4.7, c représente une fonction dont le 
maximum coïncide avec un extremum local. Un cas plus général 
du comportement de la variable x (t) est illustré sur la figure 4.7, d. 
I] en résulte que la valeur maximale x, de x (t) utilisée dans le 
calcul de l'échelle est définie par 


Tmax = Max {| x (0) |, [x (t)l, …. [x (tx) |, [x (t*) |} 


OÙ dy, Ley + . ., tx sont les points d'extremas locaux. 

Il va de soi qu’il n'est pas toujours possible de déterminer la 
valeur maximale de la variable sans avoir préalablement résolu 
le problème. Cependant on arrive parfois à connaître l'intervalle 
de variation des variables au stade de l’analyse du problème initial. 
Le plus souvent, quand on résout des problèmes, on essaye de leur 
trouver un problème ayant le même contenu physique et admettant 
une solution analytique simple, de manière à estimer les valeurs 
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maximales des variables du problème initial. Le problème auxiliaire 
posé s'appelle problème d'échelle. 

Lorsqu'il est difficile de faire des hypothèses suffisamment fon- 
dées sur le domaine de variation des variables lors du choix de 
l'échelle, on s’adresse à la méthode des essais en éliminant les erreurs 
au fur et à mesure de leur apparition pendant la génération de la 
solution. 

Si, au cours de la résolution d'essai, certaines variables machine 
sortent de la plage +100 V, leurs échelles sont à réduire en consé- 
quence. Inversement, si une variable machine varie dans une très 
petite plage, il importe d'en augmenter l’échelle de façon à élever la 
précision des résultats. Ainsi, en résolvant le problème avec des 
échelles différentes on arrivera au bout du compte à choisir des 
échelles qui assurent une précision acceptable. 

4. Choix de l’échelle dynamique. Le choix de l'échelle dynami- 
que équivaut à une transformation des variables mathématiques 
initiales en d’autres variables mathématiques auxquelles il est com- 
mode d'appliquer les échelles constantes. Montrons-le. Supposons 
que la variable zx (f) est assimilée à une tension électrique comme 
suit : 


ux(t) = mx(t)-x (1), (4.10) 


où m, (t) est une échelle variable. Mettons cette dernière sous la 
forme m, (t) = M, (t), où M, est la constante de dimension de 
l'échelle, pu ({) une fonction adimensionnelle. En portant M, et 
u ({) dans (4.10), on obtient l’expression de la variable machine sous 
la forme habituelle : u, (1) = M,u (t)-x (t) = M,X (t), où X (t) — 
— u ({)z(t) est la nouvelle variable mathématique, et M, son 
échelle constante. 

Le choix de la fonction pu (t) est défini par le caractère de varia- 
tion de la fonction zx ({), une variation dont souvent on n’a une idée 
qu'au terme d’une génération expérimentale de zx (t) sur machine 
avec une échelle constante expérimentale. Deux types de fonctions 
u ({) se sont avérés commodes pour cette opération. 

Le premier type est une fonction pu (t) constante par morceaux 
sur l'intervalle [0, {*]. On partitionne l'intervalle [0, 1*]. L'échelle 
est constante mais distincte d’un intervalle partiel à l’autre. Si l’on 
a adopté cette méthode d'’échelles constantes par morceaux, la réso- 
lution du problème se ramène à une résolution successive d'autant 
de problèmes indépendants que l'intervalle [0, 1*] ne compte d'inter- 
valles partiels. Dans les machines dotées d’un schéma de commande 
préprogrammée il est possible d’automatiser ce processus de réso- 
lution successive. On rappelle que tout changement d'échelle ne 
concerne que les valeurs numériques des coefficients de transfert 
des opérateurs. Donc le travail du schéma de commande automa- 
tique est programmé en fonction de la partition de l’intervalle [0, 1*] 
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de telle sorte que soient connectées les entrées des opérateurs assurant 
les coefficients de transfert requis, aux portions correspondantes 
de l'intervalle, les commutations nécessaires étant effectuées à l’aide 
des contacts des relais du dispositif de commande préprogrammée. 

Le deuxième type est une fonction u (f) continue sur l'intervalle 
[0, t*]. Le plus souvent u (f) = exp Àf, où À est un nombre dont le 
signe et la grandeur dépendent du problème posé. On préfère une fonc- 
tion exponentielle car elle s'exprime de façon simple au moyen de 
ses dérivées, ce qui est important dans la résolution d'équations 
différentielles. 

Voyons comment on se sert de l'échelle m, (4) — A7, exp Àt. 
Soit à résoudre le problème de Cauchy 


Z'= 0x, æ (0) = 1; (4.11) 


sur l'intervalle t € [0, 21. 

Montrons tout d’abord qu'il est pratiquement impossible de 
simuler la fonction x (t) par la méthode d'échelle constante en raison 
de la valeur élevée de la variation relative de zx (t) sur l'intervalle 


Fig. 4.8 


[0, 2]. La solution de l'équation est x (t) — exp (—5f). La varia- 
tion relative de x (t) sur [0, 2], égale à 9 — exp 10 — 22 026, 
est un nombre énorme qui dépasse de plusieurs fois le facteur de 
qualité de tout calculateur analogique. En fait, la fonction x (!) 
sera représentée par zéro sur l'intervalle [1, 2] (fig. 4.8). 
Introduisons maintenant une échelle variable en remplaçant 
la fonction x (t) par X (ft) = x (t) exp Àt, où À est un nombre positif. 
Pour restituer la nouvelle variable X ({) on cherche une équation 
différentielle dont elle serait solution. Exprimant x (t) en fonction 
de X (t) et exp Àt et tenant compte de l'équation initiale, on obtient 
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le nouveau problème de Cauchy X”(t) = (À — 5) X (t), X (0) — 
= À, qui admet pour solution X (t) = exp (À — 5)f. En choisis- 
sant convenablement À, on arrive toujours à reproduire la variable 
X (t) sur l'intervalle donné [0, 2]. La figure 4.8 montre l'allure: 
des courbes X (f) pour différentes valeurs de À. 

On calcule les valeurs de zx (t) à l’aide de la formule 


_ _ux(t) 
ARE FTTO) 


$ 3. Choix de l’échelle de la variable 
indépendante 


La variable indépendante des calculateurs analogiques est le- 
temps. Le choix des échelles des variables dépendantes entraîne. 
automatiquement celui de la variable indépendante. L'unité de la 
variable indépendante initiale est la seconde du temps machine, 
puisque l'échelle est égale à 

; unité de mesure de la variable |: 

Un cas important sur le plan terminologique est celui où la 
variable indépendante du problème posé est également le temps. 
L'échelle est alors une grandeur adimentionnée. Si m, = 1, on dit 
que la machine résout le problème en temps réel. Cela signifie que le- 
processus physique et son modèle se déroulent à la même vitesse. 
La possibilité de reproduire sur machine des processus en temps réel 
est très importante dans la mesure où elle permet d'associer la machi- 
ne à divers systèmes réels pour les commander ou étudier leurs pro- 
priétés. Si la durée de simulation d’un processus est inférieure à la 
durée réelle, on dit que la machine fonctionne en {emps accéléré. 
Il est alors évident que m, > 1. Lorsque le chercheur s'intéresse aux 
détails du processus étudié et choisit une échelle m, << 1, on dit. 
que le calculateur travaille en temps ralenti. 

Les notions de temps réel, accéléré et ralenti sont visiblement 
dépourvues de sens pour les problèmes dans lesquels le rôle de la 
variable indépendante incombe à d’autres grandeurs physiques. 
On ne peut alors parler que d’une plus ou moins grande durée de 
résolution du problème sur la machine. 

La variation de la durée de résolution du problème est primor- 
diale dans le choix de l’échelle de la variable indépendante. et fait 
essentiel, elle n’est liée qu’à celle des coefficients de transfert des. 
intégrateurs. Ceci étant, il n’est pas nécessaire de changer l’échelle 
des variables dépendantes. 

Voyons maintenant comment la valeur du coefficient de transfert 
de l’intégrateur est liée à la durée de résolution d’un problème. 
quelconque. La figure 4.9, a représente un intégrateur dont la varia- 
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ble de sortie est désignée par zx (t). La variable d'entrée est naturelle- 


ment —zx(t). Or x (t) n’est autre que la vitesse de variation de la 
variable zx (f). En changeant le coefficient de transfert de l’intégra- 
teur, on peut aisément modifier la vitesse de variation de zx (t). 
La figure 4.9, b représente un intégrateur dont la vitesse de variation 
de la variable zx (t)est 10 fois plus grande que celle de l’intégrateur 
de la figure 4.9, a. Plus la vitesse de variation de toutes les variables 


-T{t) D Z(t) He 1) B r(t) 
œ 


a L,) 


Fig. 4.9 


machine est élevée, plus rapidement est délivrée la solution et vice 
versa. Les variations de la durée de résolution ne dépendent que 
des valeurs des coefficients de transfert des intégrateurs. 

Voici une importante règle pratique. Pour augmenter la durée 
de résolution du problème de m fois (ou ce qui revient au même multi- 
plier l'échelle de la variable indépendante par 1/m) il suffit de multi- 
plier les coefficients de transfert de tous les intégrateurs et d'eux seuls 
par 1/m. 

Il est évident qu'il n’est question ici que des intégrateurs utilisés 
dans le schéma délivrant la solution du problème posé. 


$ 4. Questions et exercices 


1. Quels critères essentiels doit remplir le langage de program- 
mation? 

2. Quelles sont les particularités des organigrammes? 

3. Quelle est la fonction des principales étapes de la program- 
mation des calculateurs analogiques ? 

4. Décrire et comparer un schéma fonctionnel et un schéma de 
commutation. 

o. Expliquer le sens des critères que doit satisfaire le choix des 
échelles des variables mathématiques dépendantes ? 

6. Pourquoi est-il besoin d’adapter les échelles des variables 
dépendantes ? 

7. Décrire les principes des échelles constantes et des échelles 
variables des variables dépendantes. 

8. Comment évalue-t-on les valeurs maximales des variables 
mathématiques lors du choix de l'échelle ? 

9. Comment s'effectue le choix de l'échelle variable ? 
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10. Quels sont les traits particuliers du choix de l'échelle d’une 
variable indépendante ? 

11. Comment peut-on modifier la durée de résolution d'un 
problème sur calculateur analogique ? 

12. Pour les schémas de la figure 2.33, positions 5 à 10, et les 
schémas de la figure 2.34, augmenter puis diminuer de deux fois 
le temps de résolution. 

13. Expliquer la nécessité de construire des schémas de contrôle 
du fonctionnement d'un calculateur analogique ? 

14. Expliquer le sens des relations de contrôle. 

15. Quel est le principe de l’organisation du contrôle avec les 


variables redondantes ? 


CHAPITRE 5 


RÉSOLUTION DES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES 
ORDINAIRES SUR MACHINE 


$ 1. Performances du calculateur analogique 


Les calculateurs analogiques modulaires sont le mieux adaptés 
à la résolution des équations différentielles ordinaires. Cette pro- 
priété est très importante, car la plupart des équations différentielles 
qui présentent un intérêt pratique ne sont pas solubles analytique- 
ment. La classification actuelle des équations différentielles cons- 
tate l'absence d’une méthode unique de résolution analytique. Les 
équations différentielles sont groupées en classes dès qu'on leur 
a trouvé un procédé unique de résolution analytique. La situation 
est différente dans la programmation des calculateurs. I] existe ici 
une méthode unique de programmation pour la résolution des équa- 
tions différentielles. A vrai dire, telle quelle cette méthode générale 
n'est valable que pour les équations différentielles résolues par 
rapport à la dérivée supérieure. Si l'équation initiale n’est pas résolue 
par rapport à la dérivée supérieure, alors par des procédés spéciaux 
on la ramène à une forme à laquelle on puisse appliquer la méthode 
générale ou bien à une équation différentielle d'ordre supérieur 
résolue par rapport à la dérivée supérieure. 

Les calculateurs analogiques ne sont pas adaptés à la résolution 
des équations différentielles aux dérivées partielles, car seule une 
grandeur physique, le temps, peut jouer le rôle de variable machine 
indépendante. Cependant, il existe des équations différentielles aux 
dérivées partielles qui peuvent être ramenées à des systèmes équi- 
valents d'équations différentielles ordinaires. Dans les cas où cette 
transformation équivalente est impossible, on approche l'équation 
aux dérivées partielles par un système adéquat d'équations diffé- 
rentielles ordinaires. 

D'après sa conception même le calculateur analogique ne repro- 
duit que les solutions particulières des équations différentielles 
ordinaires sous forme d’une tension électrique variable dans le 
temps. Donc, pour étudier la dépendance de la solution d'une équa- 
tion différentielle par rapport à un paramètre quelconque de cette 
équation, il faut la résoudre sur la machine pour différentes valeurs 
de ce paramètre. 
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On appelle problème de Cauchy le problème qui consiste à trouver 
la solution de l'équation différentielle 


y = F IUCe, y, . y’, y, t] 
qui vérifie les conditions 


y (to) = Yo, Y° (to) = Yor +++ Y TP (to) = Yo (5.1) 


OÙ Yos Yor - + -» Yo + sont des nombres donnés. 

Pour les équations d'ordre supérieur (n => 2) on pose des pro- 
blèmes aux limites où les conditions imposées à la solution sont don- 
nées aux extrémités de l'intervalle sur lequel elle est cherchée. 
Ces conditions s'appellent conditions aux limites. Les équations dif- 
férentielles avec conditions aux limites décrivent des processus 
limités dans l’espace ou dans le temps. 

Les calculateurs analogiques ne résolvent que des problèmes 
de Cauchy. Si l’on a à résoudre des problèmes aux limites, on les 
ramène préalablement à un problème de Cauchy équivalent. Cette 
opération s'appelle réduction du problème aux limites à un problème 
de Cauchy. 

Le domaine de variation de la variable indépendante { peut 
être l'intervalle [0, £*] ou la demi-droite [0, oo] selon la nature 
du phénomène étudié. Dans le premier cas il est nécessaire d’orga- 
niser un régime d'arrêt programmé. Îl consiste à provoquer l'arrêt 
automatique de la machine à l'instant même où la variable indé- 
pendante prend la valeur £*. Dans le deuxième cas, il est générale- 
ment impossible de générer la solution. Mais souvent l'étude d’un 
phénomène ne présente de l’intérêt que pour des valeurs élevées de t. 
Pour cela le temps de génération de la solution est pris égal à Tax 
et on se sert de l'échelle accélérée de représentation de la variable 
indépendante. Par ailleurs, par une transformation convenable, 
on peut toujours réduire la demi-droite [0, co] à l'intervalle fini 


[0, 1]. Si l'on pose t = 1 — exp (—t), t— 


t ; 
oùu T est une 
1+0 ? 


nouvelle variable indépendante, on constate que la demi-droite 
[0, co] s'applique sur l'intervalle [0, 1]. A noter toutefois que la 
première fonction est plus facile à réaliser sur machine. 

Parfois le système ou le phénomène étudié n'est pas décrit par 
une seule équation différentielle, mais par plusieurs, chacune régis- 
sant son comportement dans une partie déterminée du domaine de 
variation des variables. Dans ces cas on dit que le système possède 
une structure variable. Pour résoudre ces problèmes sur machine, il 
faut prévoir l'exécution d’opérations logiques nécessaires à l'orga- 
nisation d’un régime de commutation programmée qui consiste 
à brancher automatiquement la machine sur la résolution d’une 
autre équation différentielle dès que l’on atteint la frontière du 
domaine de définition de l'équation précédente. 
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La précision des solutions des équations différentielles dépend 
de la machine. Plus celle-ci est précise, plus la solution le sera. 
Cependant il existe des équations différentielles dont les solutions 
sont sensibles aux erreurs de la machine quelque petites qu'elles 
soient. Ces équations sont appelées équations à solutions instables. 
L'erreur affectant la solution croît avec la durée de résolution. 


$ 2. Stabilité des solutions d'équations 
différentielles 


Supposons que l’on étudie un processus sur machine et que la 
solution de l'équation différentielle qui le décrit est instable. Cela 
veut dire que de faibles variations des conditions initiales modifient 
profondément la solution. D'où la nécessité de procéder à des analy- 
ses complémentaires pour mettre en évidence les causes de cette 
instabilité. Arrêtons-nous sur trois d’entre elles. 

La première cause résulte de la non-correspondance du modèle 
mathématique du processus au processus lui-même: en effet, lors- 
qu'on décrit un processus on est inévitablement conduit à le simpli- 
fier et à l’idéaliser. I] peut arriver que les hypothèses admises 
soient mal choisies et que les facteurs essentiels au déroulement 
du processus aient été omis. 

La deuxième cause tient au schéma utilisé pour la réalisation 
d'un modèle, même exact, du processus. I] s'avère, et on le prouvera 
plus loin sur un exemple concret, qu'avec certains schémas fonc- 
tionnels, même la réalisation d'équations différentielles à solutions 
stables peut conduire à des solutions instables. C’est le cas lorsque 
de petites erreurs des opérateurs en s’accumulant faussent l'équation 
différentielle initiale à un point tel que l’équation différentielle 
réalisée se retrouve avec des solutions instables. 

La troisième cause est liée à la méthode de réalisation du pro- 
blème choisi. Les conditions qui favorisent l’apparition de solutions 
instables se manifestent dans les problèmes dont la position mathé- 
matique initiale ne permet pas d'utiliser immédiatement la machine. 
Dans ces problèmes on passe de la position initiale à un système 
équivalent d'équations différentielles qui est réalisé sur la machine. 
La méthode choisie pour cette transposition mathématique réserve 
parfois des surprises assez désagréables, savoir qu’on peut obtenir 
des équations différentielles à solutions instables. 

Définissons avec plus de rigueur la notion de stabilité d'une solu- 
tion d’une équation différentielle. 

On dit qu'une solution y (t) (0-<Lt-< oo) d'une équation, ou 
d'un système d'équations différentielles est stable lorsque t — oo si 
quel que soit e > 0, il existe un Ô = Ô (e) >> 0 tel que pour toutes les 


# 


autres solutions y — y (t) de l'équation, ou du système, vérifiant la 
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condition | y (0) — y (0) | 6, l’on ait 
[y()—y()|1<e pour 0Kt< 0. 


Autrement dit les solutions y ({) voisines de y ({) à l’instant initial 
le resteront aussi longtemps que l’on veut et seront disposées dans. 
un e-voisinage de la solution y ({) en forme de tube (fig. 5.1). On 
dit qu'une solution stable y (ft) est asymptotiquement stable si existe 


Fig. 5.1 


un A >0 tel que toutes les solutions vérifiant la condition 
| y (0) — y (0) | < A soient telles que 


lim | y ()—y(91= 0. 


Donc si la stabilité est asymptotique, une partie des solutions sta- 
bles y (t) tend vers la solution y (t) et a tendance à se confondre 
avec elle pour t —+ co. 

Signalons qu'on appelle asymptotiquement équivalentes des fonc- 
tions y, (t) et y: (t{) telles que 


nn [ys(t)— ya(t)|= 0. 


La stabilité des solutions des équations différentielles linéaires 
est la plus aisée à établir. Citons quelques résultats relatifs aux solu- 
tions d'équations différentielles linéaires. 

1. Pour qu'une solution de l'équation différentielle linéaire et 
non homogène 


Y + (y +ae(ty +... +an(ty=o(t) (5.2) 
soit stable (resp. asymptotiquement stable) il faut et il suffit que 


soit stable (resp. asymptotiquement stable) l'équation différen- 
tielle homogène associée 


y Ha (y 0 Ha (ty? +... +a,(t)y=0. (5.3) 
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2. La solution générale de l’équation différentielle linéaire (5.2) 
est asymptotiquement stable si et seulement si la solution triviale 
y (t) = Ô de l'équation homogène associée (5.3) est asymptotique- 
ment stable lorsque £ —+ oo. 

3. Pour qu'une solution de l'équation différentielle homogène 


« 


et linéaire à coefficients constants 


y Lay D Lay LE Le. + a,y =0 (5.4) 
Soit stable, il est nécessaire et suffisant que toutes les racines 
2 = à; + if; G=d;:2; >; 0) (5.5) 
de l'équation caractéristique correspondante 
2 Laz t+az"iL ...+ansz+an=0 (5.6) 


possèdent des parties réelles non positives, i.e. &; < 0 pour tous 
les j = 1, 2,..., n. 

4. Une condition nécessaire et suffisante pour qu’une solution 
de l'équation différentielle linéaire et homogène à coefficients cons- 
tants (5.4) soit stable est que les parties réelles de toutes les racines 
(5.5) de l'équation caractéristique (5.6) soient négatives, i.e. &; << 0 
pour tous les j = 1, 2, ..., n. 

Sur un intervalle borné de variation de la variable indépendante, 
la machine permet de réaliser des équations différentielles à solutions 
stables comme à solutions instables. Mais s'agissant d'équations 
à solutions instables, l'erreur qui affecte la solution risque de grandir 
démesurément avec la durée de l'intégration. 


ExEMPLE 1. Résoudre le problème de Cauchy 


y"(t) = 10y'(t)+11y(t), y(0)=1, y’(0) = —1 
sur l'intervalle t E [0, 2]. 
La solution générale est 
y (t) = Ci exp (—t) + Ce exp (+114), 


où C; et C, sont des constantes arbitraires qui, dans le cas pré- 
sent, sont égales respectivement à 1 et 0. Une solution particulière 
exacte est y (t) = exp (—t). La solution débitée par la machine 
sera forcément approchée à cause des erreurs et égale à : 


y(t)=(1+e) exp (—t) +ezexp (+114), 


où #, et e, sont des constantes petites en valeur absolue qui dépen- 
dent du facteur de qualité de la machine. L'erreur absolue de la solu- 
tion est 


Ay(t)=y(t)—y(t) = —e exp (—t)—e exp (+146). 
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L'erreur relative 
Oy (t) = LU) — 8 —€2 exp (-+ 121) 
y (t) PUre ° 


Supposons que le facteur de qualité de la machine soit tel que €, = 
= +10" et e, — +10. Pour t = 2, l'erreur vaut 


Ay (2) = 10"texp (22) = 4,5.10% et y (2) = 10“exp (24) = 2,7.108. 
La solution exacte vaut y (2) — exp (—2) — 0,1353. 
Donc, même si l’on utilise une très bonne machine, on voit que 


la solution qu'elle fournit n'a rien de commun avec la solution 
exacte. 


EXEMPLE 2. Intégrer sur l'intervalle t € I0, 1] le problème 
de Cauchy 
y"(t)= —0,9y"(t)+0,1y(t), y(0)=1, y’(0) = —1. 
La solution générale est y (t) = C, exp (—t) + C+ exp 0,1 t. En 
tenant compte des conditions initiales on obtient la solution parti- 
culière exacte y ({) — exp (—t). La machine délivre la solution 
approchée 
y(t)=(1+e)exp(—t)+ezexp (+0,16). 
Les erreurs absolue et relative de la solution ont pour expressions 
Ay(t)=y(t)—y(t) = —e;exp(—t)—esexp(+0,1t), 


Ôy (t) = a = — 8 — € exp (+1,16). 


Pour €, = #2 = 10-*et t = 1 les erreurs sont respectivement égales à: 
Ay (1)= — 10 exp (— 1) —10"texp(+0,1) = —1,5-10"*, 
Ôy (1) = — 10% (1 + 3,004) = — 4. 107$. 
Dans cet exemple, les erreurs sont petites, on peut donc les 
négliger sur l'intervalle t € [0, 1]. Mais en dehors de cet intervalle, 


les erreurs croissent rapidement avec { pour devenir prépondérantes 
devant la solution. 


L'exposé précédent confirme le fait que l'instabilité de la solu- 
tion de l’équation différentielle n'est pas en soi un obstacle à sa 
génération par la machine sur un intervalle borné de définition de la 
variable indépendante. L'essentiel c’est que les erreurs restent petites 
devant la solution sur l'intervalle en question. Ceci dépend aussi 
bien de l'équation différentielle que de la durée d'intégration. 
Ceci étant, les solutions instables seront délivrées avec une préci- 
sion de beaucoup inférieure à celle des solutions stables. 


7—0654 
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Rappelons que les erreurs globales des opérateurs peuvent con- 
duire à une solution instable même si l'équation différentielle 
initiale possède une solution stable. 

Tlustrons ce qui précède sur un exemple concret, un exemple 
qui pourrait paraître un peu artificiel, mais qui donne une idée 
exacte du fond. Soit à intégrer l'équation différentielle du premier 
ordre 


y" (t) = —(a + B) y (t) (5.7) 
avec la condition initiale 
y (0) = Yo. 


La stabilité de sa solution y (t) = y, exp L—(æ + B) t] est évidente. 
La figure 5.2, a et b représente deux schémas fonctionnels qui, en 
principe, doivent générer la solution avec les mêmes chances de 


succès. Mais contrairement au premier, le second possède deux 
boucles de contre-réaction, dont l’une est représentée par un groupe 
d'opérateurs qui réalisent la transformation identique de la varia- 
ble d’entrée —y (t). Ce groupe d’opérateurs est encadré par un poin- 
tillé sur la figure. En principe, la transformation identique de la 
variable d'entrée —y ({) peut être réalisée par tout circuit compor- 
tant un nombre pair d’inverseurs montés en série. On supposera 
que cette boucle de contre-réaction est « longue », i.e. est constituée 
d'un grand nombre d'opérateurs. Or chaque opérateur (cf. $ 2, 
chapitre 2) introduit un retard et est à post-action. Dans un circuit 
de contre-réaction long, le retard + de la variable de sortie par rap- 
port à la variable d'entrée —y (t) peut être bien important. Si donc 
l’on tient compte du retard, il est clair que le second schéma ne 
réalise pas l'équation (5.7), mais l'équation 


y" (t) + By (&) + ay (t — +) = 0, (5.8) 


que l'on appelle équation différentielle linéaire à argument retardé. 

I] s'avère que la solution de l'équation (5.8) est instable pour 
certains &, Bet t. L'étude de la stabilité des solutions des équations 
différentielles linéaires à argument retardé est bien plus complexe 
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que celle de la stabilité des solutions des équations différentielles 
linéaires. 

Si dans les équations différentielles linéaires la stabilité de la 
solution est évaluée d'après le signe des parties réelles des racines 
de l'équation caractéristique (5.7), dans l'équation (5.8) il faut 
estimer le signe de la partie réelle des racines d’une équation trans- 
cendante de la forme 


z + B + œ exp (—71z:) = 0. (5.9) 


La difficulté est que l'équation (5.9) risque de posséder une infinite 
de racines. Mais il existe un domaine de valeurs + et & où les racines 
de l’équation (5.9) ne possèdent pas de parties réelles positives. Citons 
sans la démontrer la condition d'existence à l'équation (5.9) de 
racines à parties réelles négatives. Cette condition s'écrit : 


r—arc tg V = 1 


BV +—1 | 


(5.10) 


__— 
VF 


La figure 5.3 est une interprétation graphique. de (5.10) dans 
le cas où B — 1. On voit que la courbe 


_n—arctg Vai—1 
Vai—1 


partage le premier quadrant en deux régions. L’inégalité (5.10) 
est vérifiée en tout point intérieur de la région hachurée. Donc la 
solution délivrée par la machine d’après 
le schéma 5.2, best stable. Aux points 
de l’autre région correspondent des so- 
lutions instables. 

Les conditions de stabilité telles que 
(5.10) permettent de tirer une conclu- 
sion importante sur la nécessité de 
borner les valeurs maximales des coef- 
ficients de transfert des opérateurs. 
Dans la programmation des calculateurs 
analogiques on tient compte de ce fait 
en prenant les coefficients de transfert | 
inférieurs à 20. L'usage de coefficients Fig. 5.3 
de transfert relativement peu grands per- 
met de négliger le retard en raison de son insignifiance. Mais il ne 
faut pas toujours Île négliger. 

L'instabilité est encore liée à une forme assez désagréable de 
retard. Dans certains schémas à retard et contre-réactions, on risque 


T 
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de voir apparaître des oscillations « parasites », dont l’amplitude 
et la période dépendent du retard et du processus simulé. Le com- 
portement des systèmes à contre-réaction fait l’objet d’une étude 
détaillée en théorie de la commande automatique. Nous l’omettrons 
ici. Cependant on remarquera que l'amplitude des oscillations 
« parasites » croît avec le retard et les coefficients de transfert des 
opérateurs. 


$ 3. Méthode générale de programmation 
des calculateurs analogiques pour équations 
différentielles résolues par rapport 
à la dérivée supérieure 


L'épithète « générale » indique simplement que la méthode de 
programmation est largement utilisée pour la résolution d’une vaste 
classe d'équations différentielles et de systèmes d'équations diffé- 
rentielles linéaires et non linéaires. 

La mise au point du schéma fonctionnel se fait en six étapes 
que nous allons considérer pour le problème de Cauchy 


y —F{y"?, y, Ts y', y, t] = 0: 
y (0)= yes +, (0) = yo y (0) = Yo. (5-11) 


Etape I. On résout l'équation initiale par rapport à la déri- 
vée supérieure, i.e. on la ramène à la forme 


y) — F{y®"?, RL . y’, y, t]. (5.12) 


Etape II. On représente la partie du schéma fonctionnel 
qui comporte un nombre d'intégrateurs montés en série égal à l’ordre 
de l'équation différentielle (fig. 5.4, a). 

Etape III. La variable d'entrée de la chaîne d'intégrateurs 
est désignée par y”, les variables de sortie de chaque intégrateur 
sont notées de gauche à droite (fig. 5.4. b). L’alternance des signes 
des variables de sortie est due à la propriété d’inversion des intégra- 
teurs. 

Etape IV. On construit le schéma qui réalise le second 
membre de l'équation (5.12), i.e. 


F [ue Ur, su y’, Y: t]. 


L'aspect de ce schéma dépend de l’expression analytique de la fonc- 
tion F [-]. Dans le cas général considéré, le schéma n'est pas concré- 
tisé et est représenté par un rectangle portant une inscription appro- 
priée (fig. 5.4, c). 
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Etape V. La sortie du schéma réalisant la fonction F[:] 
est appliquée à l'entrée du premier intégrateur de la chaîne. Mathé- 
matiquement cela veut dire que le second membre de l'équation 
(5.12) est égal au premier (fig. 5.4, d). 


LH 
€ 

(ñ) -y0 +u(r-2) cu" 

DRE 
4 


Fig. 5.4 


Etape VI. On donne à tous les intégrateurs les conditions 
initiales correspondantes pour obtenir en définitive le schéma fonc- 
tionnel qui délivre la solution de l'équation différentielle initiale 
(fig. 5.4, e). 


Appliquons cette méthode à des exemples concrets. 


EXEMPLE 1Â. Etablir le schéma fonctionnel qui délivre la 


solution de l'équation différentielle linéaire non homogène du second 
ordre à coefficients constants 


y" (t)+ ay" (t) + ao (t) = f (t) (5.13) 
vérifiant les conditions initiales y" (0) = y,, y(0) = yo- 
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Etape I. On résout l’équation (5.13) par rapport à la dérivée 
supérieure 


y" (t)= — ay" (t) — ao (+) + f (+). (5.14) 
Etape II. On dessine une chaîne de deux intégrateurs montés 

en série (fig. 9.5, a). 
Etape III. On désigne la variable d'entrée de la chaîne 
d'intégrateurs par y” (ft) et on note les variables de sortie de chaque 


Fig. 5.5 


intégrateur de gauche à droite (fig. 5.5, b) Autrement dit, on établit 
une relation entre les variables y (t) et y’ (t) et les intégrateurs 
qui les délivrent. 

Etape IV. On établit le schéma qui génère le second membre 
de l'équation (5.14). On suppose qu'ilexiste un générateur qui délivre 
la fonction donnée f (t). Ce schéma est représenté sur la fig. 5.5, c 
par un trait ininterrompu. Il est composé d'un inverseur 7, d'un 
sommateur 2 et du générateur délivrant la fonction —f (t). A la 
sortie du sommateur on obtient la somme —a,y" (t) — aoy (t) +j(t). 

Etape V. On établit un circuit de contre-réaction de la sortie 
du sommateur 2? à l'entrée de l'intégrateur Z (fig. 5.5, d). Mathéma- 
tiquement cette contre-réaction traduit l'égalité du second et du 
premier membre de l'équation (5.14). 
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Etape VI. On procède à la donnée des conditions initiales. 
Le signe de la condition initiale doit correspondre à celui de la 
variable de sortie de l’intégrateur. 

Le schéma fonctionnel de la figure 5.5, e résout l’équation initiale 
(5.13). Il permet d'étudier les variables y” (t), y” (t), y (t). Si le 
comportement de la variable y” (t) ne présente pas d'intérêt, on peut 
singulièrement simplifier ce schéma en excluant le sommateur #, 
ce qui donne le schéma de la figure 5.5, f. Dans ce dernier, les fonc- 
tions du sommateur 2 et de l’intégrateur Z sont cumulées par le som- 
mateur intégrateur Z. Ce cumul entraîne une économie de matériel 
au prix d’une réduction de l'information sur la solution. Dans le 
schéma 5.5, f la variable y” (f) n'existe pas sous forme explicite. 

On peut contrôler le fonctionnement de la machine lorsqu'elle 
résout l'équation (5.13) d'après le schéma fonctionnel 5.5, f à l’aide 
de la méthode de la variable redondante ($ 1, chapitre 4). En se 
donnant la relation de contrôle sous la forme 


y" (#) + ay () — z(t) = 0, 


où z (t) est une variable redondante auxiliaire, et en dérivant par 
rapport à la variable £ on obtient 


y'(t)+ay'(t)—2"(t) =0. 


D'où compte tenu de (5.13), on obtient l'équation différentielle en 
la variable redondante 


2" (t)= —aoy(t)+f(t); 2(0) = yo + aiÿo- 


A signaler que le schéma de contrôle nécessite un intégrateur 
pour la génération de la variable z (t) et un sommateur pour la réali- 
sation de la relation de contrôle. 


EXEMPLE 2. Composer le programme de génération de la 
solution de l'équation différentielle 


y" (t) + ai (t)y'(t) + ao(t) y2(t) =f(t) 


qui vérifie les conditions initiales y (0)=yo, y (0) = y. 

Le schéma fonctionnel délivrant la solution de cette équation 
est représenté sur la figure 5.6. Il se distingue par le fait qu’il met 
en jeu un opérateur pour générer chaque coefficient variable et un 
multiplieur pour faire le produit de la variable par ce coefficient. 
Pour restituer la fonction y°(t) on s’est servi d’un multiplieur, 
mais on aurait pu fort bien faire appel à un générateur fonctionnel. 
Mais ici le générateur fonctionnel est à déconseiller, car il faudrait le 
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prérégler sur la génération d'une parabole du second degré. Si la 
non-linéarité avait été d'une forme plus complexe l’utilisation d'un 
opérateur spécialisé aurait eu un sens. 


Fig. 5.6 


On suit la même marche pour composer les schémas fonctionnels 
des systèmes d'équations différentielles. 


EXEMPLE 3. Ætablir le schéma fonctionnel de réalisation du 
système d'équations différentielles avec les conditions initiales 


Ti (1) + Qusta (€) — &irPi (x2) = 0, 

T7 (t)— G21P2 (T1) + GozT2 (1) = 0, (5.15) 
Ti(0) = Zi T4 (0) = Zio 

25 (0) = Tops 22(0) = Tops Ze (0) = Z20. 


C'est un système d'équations différentielles non linéaires dont 
la première est du second ordre, la seconde du troisième. La non- 
linéarité est due aux fonctions qy (z2) et ae (21). 

Etape ÏJ. Les deux équations du système (5.15) sont solu- 
bles par rapport à la dérivée supérieure et par conséquent 
on peut les ramener à une forme qui permet d'établir facilement 
le schéma fonctionnel 


Zi (t) = — Qusts (4) + Gi2Ps (22), 
T5 (1) = GryPo (T1) — Arte (4). 


Etape Il. Pour la première équation on dessine une chaîne 
de deux intégrateurs montés en série et pour la seconde une chaîne 
de trois intégrateurs, compte tenu de l'ordre de ces équations. 

Etape III. A l'entrée de la première chaîne on applique 
imaginairement la variable zx (t) et à l’entrée de la deuxième chaîne, 
la variable x° (t{). On établit ainsi une correspondance entre les 
variables et les sorties des intégrateurs (fig. 5.7). 


(5.16) 
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Etape IV. En se servant des variables 2, (t), x; (t), re (1), 
z; (t), xt) on construit les schémas fonctionnels générant les 
seconds membres des équations (5.16) (fig. 5.8). 


Z;{4) -T;(t) Z(0) 
| / 
z#(t) = (1) z() Zi) 
/ / / 


Fig. 5.7 


Etape V. On boucle les contre-réactions correspondant aux 
seconds membres des équations (5.16). 

Etape VI. On donne les conditions initiales à tous les inté- 
grateurs en tenant compte des signes de leurs variables de sortie. 


Cette méthode générale de composition des schémas fonctionnels 
est parfois appelée méthode d'abaissement de l’ordre de la dérivée 
pour souligner par là même l'importance des deux premières étapes. 


$ 4. Programmation des calculateurs analogiques 
pour équations non résolues par rapport 
à la dérivée supérieure 


Soit donné le problème de Cauchy d'ordre nr 
F(x®,x,t)=0, x(0) = x, 
où æœ — {atn-1), ..., 2x0), ..., x} et x, — {2 D, NT VTT 

.. To}, l'équation différentielle n'étant pas résolue par rapport 
à la dérivée supérieure. Pour appliquer la méthode générale de 
programmation on procède comme suit. 

1. Soit on ramène, si cela est possible, l'équation donnée à la 
forme zx) + @ (zx", æ, 1) = 0. Cette nouvelle équation n'est pas 
résolue non plus par rapport à la dérivée supérieure, mais on peut 
lui appliquer la méthode générale. 
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2. Soit on se sert de la méthode des fonctions implicites. On rap- 
pelle que celle-ci a été examinée partiellement au $ 9, chapitre 2, 
et qu'elle sera rigoureusement exposée au $ 2, chapitre 10. 

En vertu de cette méthode on passe du problème de Cauchy d'ordre 
n à un problème de Cauchy d'ordre r + 1 dans lequel l'équation 
différentielle est résolue par rapport à la nouvelle dérivée supérieure : 


DE KP (2, æ, t)sign Fm, X(0)=Xo, z"(0)=0, (5.17) 


où X est le gain de l'AO, la dérivée Fm est supposée non nulle. 
On a introduit; le signe de la dérivée partielle F' pour obtenir 
une solution stable. 

L'équation différentielle (5.17) étant résolue par rapport à la 
dérivée supérieure, on lui appliquera la méthode générale de program- 


Fig. 5.9 


mation des calculateurs analogiques. La figure 5.9 représente le 
schéma fonctionnel correspondant au cas Fm >> 0. Le premier 


intégrateur de la chaîne est un AO soumis à une contre-réaction 
à travers un condensateur de faible capacité. 

Considérons à titre d'exemple le problème suivant : étant donnée 
une fonction zx ({) trouver les fonctions m (t) et z (t) telles que 


m(t)=+ 


c )T (t) dt, (5.18) 


2(t)=+ 


{x (t)— m (t)]* dt. (5.19) 


La fonction m (t) est appelée moyenne instantannée, la fonction 
z (t), variance. Pour générer les fonctions m (t) et z (t) on aura intérêt 
à résoudre deux équations différentielles linéaires du premier ordre 
non résolues par rapport aux dérivées 


im’ (t)+m(t)—z(t) = 0, (5.20) 
tz (t) + z(t) —{xz(t) — m(t) = 0, (5.21) 
m (0) = z (0) = 0. 
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Mettons les équations (5.20), (5.21) sous la forme (5.17). Pour cela 


il nous faut définir le signe des dérivées 2 et 7 . Ici 


F,tm' (+), m(t), z(t), tl =im () +m(t)—z(t = 0, 
F,lz (t), z(t), (tt) = tz (9) +z(t) — [x (t) — m (6) = 0, 
d'où 


0F;, 
dz' 


=t>0. 
En vertu de (5.17) il faut réaliser sur le calculateur le système d'équa- 
tions différentielles vérifiant les conditions initiales 
m"(t)= —K [tm' (t)+m (t)— x ()], (5.22) 
2" (t) = — K [tz (#) +2 (4) — [me (#)— x (EI, (5.23) 
m(0)=z(0)=0, m'(0)=7z" (0) =0. 


La figure 5.10 représente le schéma fonctionnel construit d’après 
les équations (5.22) et (5.23). 


iFig. 5.10 


On aura profit à contrôler le fonctionnement du calculateur 
pendant la génération de m (t) et z (t) d'après le schéma 5.10 à l’aide 
de l'expression 


y(t)—tIim(t) + z(t)] = 0, 


où y (t) est une variable redondante auxiliaire. En dérivant l'expres- 
sion de contrôle par rapport à {, on obtient 


y ()—Im(t) +z(t)]— tm" (t) +2 (1 = 0. 


D'où, et compte tenu du système initial d'équations différentielles, 
on obtient l'équation différentielle qui définit y (£): 


y" (8) = [x (6) — m (GF. 
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3. Soit enfin on fait appel à la paramétrisation. Dans l'équation 
différentielle 


FY",y,2z)=0, z=20 Y (2%) =%Vo 


toutes les variables dépendantes y, y —={yt"®"1 ,..., y} et la 
variable indépendante x sont considérées comme des fonctions 
d'une nouvelle variable { (le paramètre). L'introduction d'une 
variable supplémentaire, même si elle élève d’une unité l’ordre de 
l'équation différentielle initiale, conduit souvent à une nouvelle 
équation différentielle résolue par rapport à la dérivée supérieure. 
Jlustrons le principe de ce procédé sur un exemple simple. 
L'équation du premier ordre non linéaire et à variables séparables 


d 
jte 
possède une solution analytique simple x° + y* = 1 (pour x = 0, 
y—=1). L'équation n'étant pas soluble par rapport à e car lim # = 
y-0 7 


; di 2e ; ne 
—= ©, la variable __ n'est pas réalisable sur machine au voisinage 


de y = 0. Paramétrisons les variables x et y; pour cela mettons 
l'équation initiale sous la forme 


C’est une équation du premier ordre. Elle est équivalente au système 
d'équations différentielles linéaires 


dy dz 
D +, Dr ds z(0)=—0, y(0)=1, 

dont la réalisation sur machine est aisée. Le passage de l'équation 

initiale au système d'équations linéaires pour la paramétrisation 

des variables x et y n'est pas univoque. D'une façon générale on 

obtient le système 


D=—pautir, E=v(ant)y z(0)=0, y(0)=1, 


où Ÿ (x, y, t) = 0 est une fonction arbitraire dont les valeurs définis- 
sent la vitesse et le signe, la direction du mouvement du point 
représentatif sur la courbe intégrale xz° + y* — 1. 

Exposons dans le cas général la méthode de paramétrisation 
pour une équation différentielle du second ordre 


Een). 620 
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Posant z =u (z, y, +} et résolvant l'équation z—u (z, y, +) — 


= 0 par rapport a , on obtient le système d'équations différen- 
tielles 

d U(z, y, z 

+= = p(z, y, 2), 


w(z, y, 2) ? 


qui est prêt pour une paramétrisation des variables x, y, z à l’aide 
de £. Ici v (x, y, z) et w (x, y, z) sont des fonctions quelconques. 
En considérant les variables x, y, z comme des fonctions du para- 
méêtre £, on obtient le système cherché 


= br, y, t)u(x, y, 2), 
FT =Ÿ(z, y,t)w(r, y, 2), (5.25) 
(x, y Du(z, y, D(& D 2), 


dans lequel la fonction arbitraire 4 (x, y, t) = 0 représente la 
vitesse et la direction de la courbe intégrale y (x) en cours de réalisa- 
tion sur la machine. 

Ilustrons cette méthode sur l'équation différentielle de Laguerre 


pour 
=, Ge] = Lio, Las) =L 


Ramenons cette équation à la forme (5.24) 


_ (z Te L,)) = —(n+1)ZL,. 


Posant z = x Fa 1) on obtient un système propre à la para- 
métrisation 
d£n __ 2zLn+2 
dx zx 
dz 
dx = (nr + 1) L, 
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qui prend la forme paramétrique 


= rl, Li(0)= Laos 
dz 
= 2 z (0) = zo; 


D=(n+i)zln,  2(0)=20(Lio— Lune); 


où la fonction arbitraire w# (zx, y, t) = —1. 


2 f _ 
-Z 
z 1 =Z 
Ca nel 
Fig. 5.11 


La figure 5.11 représente le schéma fonctionnel correspondant 
à ce système d'équations différentielles. 


$ 9. Programmation des calculateurs analogiques 
pour équations renfermant des dérivées 
au second membre 


Les ingénieurs sont souvent confrontés à des équations différen- 
tielles Don le second membre est une combinaison linéaire de la 


forme > b; (t) x (t), où b;(t) sont des variables données ou des 


coefficients constants, et zx” (t) la dérivée j-ème par rapport à t 
de la fonction donnée z(t). Citons commie exemple le problème 
de Cauchy 


F(y", yann, y)— >, b; (t) x) (t), 
j=0 
y (0)=yo ", ..., y'(0)=y, y(0)=ye, m<nr, (5.26) 
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ou encore le problème suivant de Cauchy 


y" (#) + a2y” (t) + ay" (#) + dog (t) = box (t) + biz” (t) + baz” (4), 
y"(0)=y, y'(0)=y, y(0)= Yo: (5.27) 


L'application directe de la méthode générale à l'équation (5.26) 
ou (5.27) fournit un schéma fonctionnel qui n'est pas commode, car 
il implique la génération des dérivées de la fonction zx ({). Montrons 
que dans beaucoup de cas on peut éviter de générer les dérivées 
de z({) en ramenant les équations différentielles (5.26), (5.27) 
à des systèmes équivalents d'équations différentielles ne renfermant 
pas les dérivées de la fonction z (t). Pour fixer les idées, considérons 
l'équation (5.27). Mettons-la pour commencer sous la forme d'une 
somme de dérivées totales 


y" (£) + [azy (t)— dx (t)}" + Laiy (4) — biz (#)]' + 
+ [aoy (t)—doz(t)]=0. (5.28) 


Maintenant intégrons (5.28) deux fois de suite. La première 
intégration donne 


y" (t) + [ay (t) — B2z (t)]' + asy (E) — biz (4) +2 (6) = 0, 


où Zz,({) est déduit de z,(t) — ay (t) — b,x (t). La deuxième 
intégration donne 


y' () + Tasy (#) — bez (6) + 22 (4) = 0, 


où Z (t) est obtenu à partir de 2, (£) = a,y (t) — b,x (t) + 2, (t). 
On obtient en définitive le système d'équations différentielles 
2, (t) = aoÿ (t) — box (t), 
2, (t) = @iy (4) — biz (t) + za (4), (5.29) 
y (t)= — a2y (t) + Dax (t) — 22 (+) 


avec les conditions initiales 


24 (0) = — y; —[a2y, — dax (0)] — [aiyo — dx (0)], 
22 (0) = — y; — [a2ÿo — b2 x(0)], 
y (0) = yo. 
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On remarque que le système (5.29) ne contient pas de dérivées 
de la fonction z ({), donc zx (f) peut être d'une forme assez arbitraire 
et présenter même des discontinuités de 
première espèce. La figure 5.12 repré- 
sente le schéma fonctionnel correspon- 
dant au système (5.29) et construit d'’a- 
près la méthode générale. Le système d’é- 
quations différentielles (5.29) est appelé 
forme canonique de l'équation (5.27). 

On ne peut pas mettre sous forme 
canonique toute équation différentielle 
à second membre (5.26). La forme cano- 
nique n'existe que pour des équations 
(5.26) susceptibles d'être mises sous 
forme d’une somme de dérivées totales 
de divers ordres. Cette condition est 
remplie par les équations différentielles 
linéaires et par certaines équations non linéaires. Ainsi, l'équation 
différentielle linéaire 


y" (t) + as (€) y (t) + ao (t) y (4) = bo(t) x (t) + 0 (€) x” (t) + b2z” (1) 
se met sous forme d'une somme de dérivées totales. Or 


ai(t)y"(t)= lait) y(t)] —a;(t)y(t); 
b(t)z'(t)=[bi(t)z(t)] — 6; (t)z(t), 
donc 


[y (8) — bez (#)Y° + Las (6) y () — bi (t) x (01 + 
+ Lao (£) — a; (t)] y (€) + Lb: (€) — bo (£)] x (6) = 0. 


De façon analogue l'équation différentielle non linéaire 

y" (t) + y" (6) sin y (t) + ay (t) = boz (t) + bi (t) x’ (1) 
s'écrit sous la forme d’une somme de dérivées totales. Or 
—y'(t)siny(t)=flcosy(t)]", BE) x" (6) = 16, (6) x (2) — 6, (2) x (E), 
donc 


y" (t)— {cos y (£) + b, (€) x (#)]' + Lay (6) + b (4) x (2) — box (E)] = 0. 
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$ 6. Sensibilité des solutions à la variation 
des paramètres 


Soit donnée l'équation différentielle 


F(z, zx, z,t, a)=0, (5.30) 
où a est un paramètre. Discuter la solution z ({, a) en fonction du 
paramètre a. Sur machine ce problème peut être résolu de deux 
façons. 

La première consiste à composer, d’après l'équation (5.30), 
un organigramme qui donnera la solution. Les coefficients de trans- 
fert des opérateurs du schéma s'expriment de toute évidence en 
fonction du paramètre a. En se donnant une collection de valeurs 
distinctes du paramètre a, Soit @p, y, Goes + + + An, On fait varier 
les coefficients de transfert des opérateurs et on reproduit sur machine 
les solutions correspondantes : 


æ(t, do), tt, &), x (E, a), . .., z(t, a). 


La seconde consiste à évaluer approximativement l'in- 
fluence de la variation du paramètre sur la solution. Cette méthode 
porte le nom de méthode des fonctions de sensibilité. Supposons que 
pour a = &, la solution de l'équation (5.30) est x (t, a). Donnons 
un accroissement Aa au paramètre a, et établissons une correspon- 
dance entre la solution zx (f, a,) et la solution x (ft, a, + Aa). Utili- 
sons à cet effet le développement de Taylor. En se limitant aux deux 
premiers termes on obtient l’expression approchée de zx ({, a + Aa) 
en fonction x ({f, &o): 


z(t, a+Aa)&z(t, a9)+ 22 C:6) À 


La dérivée partielle u (f, &) = 22€: 60) s ah fonction de sen- 


sibilité. On peut l’employer pour évaioer l'effet de l’accroissement 
Aa du paramètre sur la solution del’équation (5.30). A noter que la 
fonction de sensibilité est facile à générer sur machine car elle est 
toujours solution d’une équation différentielle linéaire. L'équation 
qui admet pour solution la fonction de sensibilité s'appelle équation 
différentielle de sensibilité. Pour la trouver il suffit de dériver l’équa- 
tion différentielle initiale (5.30) par rapport au paramètre a: 


0F ôz 0F ôz 0F ôz oF 
CHE + — — += — + — = 0, 
z va Les dx ña Su 0x 0a al, 0a a=@ 
Or 
ôz è Oz Ô ox … 
da loma, = 4) 3 no = ar 20 lome, = 4); 
ôz & ôz .. 
Aa aa, O3 0a lo 


8—0654 
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donc 
27 


LOS (+ Eu + | =. (65.81) 


Si l'équation initiale (5.30) contient plusieurs paramètres, 
à chacun d'eux correspondent une fonction de sensibilité et une 
équation différentielle de sensibilité. 

Jllustrons ce qui précède sur l’équation différentielle du second 
ordre 


Zz+ biz br — f(t) = 0. (5.32) 
Au paramètre b, sont associées la fonction de sensibilité us — 


ie) et l'équation de sensibilité 
ôbo bo=d00 


Lo bio bouot+ z(t)= 0, uo(0)=u9(0)=0. (5.33) 
De façon analogue, au paramètre b, correspondent la fonction de 
sensibilité = | et l'équation différentielle : 

Ubu + bou+z(t)=0, w(0)=u,(0)=0. (5.34) 


On remarquera que les équations différentielles (5.32), (5.33), (5.34) 


coïncident aux fonctions —f (t), x (t) et z (t) près. L'identité de 
forme des équations (5.33) et (5.34) permet d'étudier la sensibilité 


bo , t-Z(U) (à) 


de la solution aux paramètres b, et b, à l’aide d'un seul schéma 
fonctionnel, celui qui est représenté sur la figure 5.13. Ce schéma 
est constitué de deux parties. La partie supérieure résout l'équation 
différentielle initiale. La partie inférieure délivre la fonction de 
sensibilité u, ou uv, selon la position occupée parle commutateur Clé. 
Les variables de sortie des deux schémas sont appliquées au som- 
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mateur. La variable de sortie du schéma supérieur, —zx, accède 
directement au sommateur. La variable de sortie du schéma infé- 
rieur arrive au sommateur à travers un potentiomètre dont le rap- 
port est numériquement égal à l'accroissement Ab, (ou Ab,;) du 
paramètre. Le sommateur délivrera la fonction 


z(t)=z(t)+ Az (t), 


L2 
dbo bobos 


Ôx 


Le: (0) S ob, b,s-bre 


Abo ou x (4) = 


4°. 


$ 7. Représentation des solutions 
d'équations différentielles 


La solution d’une équation différentielle doit être délivrée par la 
machine sous une forme commode à l'étude. 

J1 existe un appareil mathématique d'étude des solutions qui 
est bien élaboré et qui fait appel à l’espace des phases. Les instru- 
ments d'observation visuelle utilisés dans les calculateurs analogi- 
ques permettent de surveiller les éléments de cet espace. 

1. Espace des phases. En étudiant les divers systèmes dynamiques 
on représente souvent par un graphe les solutions des équations 
différentielles qui décrivent le système. Considérons deux procédés 
courants de représentation graphique. 


Ty(t) 


Z(t) 


Fig. 5.14 


Le premier consiste à représenter toutes les variables dépendantes 
comme des fonctions du temps. Ces graphes des courbes intégrales 
sont appelés oscillogrammes. La figure 5.14, a représente les oscil- 


8° 
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logrammes des fonctions 2, (t) etx, (t), solutions du système d'équa- 
tions différentielles linéaires 


Zi= —L, Zi(0) =, 
Ts = Ti 2 (0) = 0. 


Le deuxième procédé est différent. On choisit un système de coor- 
données cartésiennes sur les axes duquel on porte les valeurs instan- 
tanées des variables correspondantes. On obtient ainsi un espace 
dont chaque point figure l'état du système dynamique à l'instant 
donné. C’est l’espace des phases. La dimension de l'espace des 
phases du système dynamique est définie par l'ordre de l'équation 
différentielle du système. La figure 5.14, b représente le plan de 
phase du système dynamique décrit par les équations (5.35). A la 
solution z, (t) = cos {, x, (t) = sin t correspond la trajectoire d’un 
point mobile sur le plan x,07,. La trajectoire est appelée trajectoire 
de phase, le point mobile point représentatif. Le sens du mouvement 
du point représentatif est généralement indiqué par des flèches sur 
Ja trajectoire de phase. La figure 5.14, c représente la trajectoire 
de phase du système dynamique décrit par les équations 


z,= —0,27—2:, 2—=17 —0,2x 


pour l'état initial zx, (0) = 1, x, (0) = 0. On remarque que le 
système dynamique tend vers l’état zx, = x, = 0. 

La figure 5.14, d représente la trajectoire de phase d’un système 
dynamique décrit par une équation différentielle du troisième 
ordre zx” — F'(x”, x’, x) avec les conditions initiales 


x" (0)=x, z'(0)=zx, z(0)=2x. 


L'interprétation graphique du comportement du système dyna- 
mique par une trajectoire de phase est bien plus suggestive que 
celle des oscillogrammes. L’allure de la famille des trajectoires de 
phase (ou comme on dit encore le portrait de phase du système 
dynamique) permet souvent de tirer de très importantes conclusions 
sur les propriétés du système. Il existe même une théorie mathéma- 
tique, dénommée théorie géométrique ou qualitative des équations 
différentielles, qui étudie les équations différentielles à l’aide de 
l’espace des phases. 

2. Instruments d’observation visuelle des solutions d’équations 
différentielles. Comme appareils d'observation on utilise des oscillo- 
scopes cathodiques à plusieurs faisceaux (des indicateurs) avec écran 
à fluorescence rémanente. L’oscilloscope est capable de reproduire 
des oscillogrammes des courbes en nombre égal à celui des faisceaux. 
Sur les plaques de déviation verticale de l’oscilloscope on applique 
les variables machine correspondantes, et sur les plaques de dévia- 
tion horizontale une tension électrique à croissance linéaire, produite 
par un bloc spécial de balayage situé à l’intérieur de l'appareil. 


(5.35) 
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Si l’on applique la variable x, (t) sur les plaques de déviation 
verticale et z, (f) sur les plaques de déviation horizontale, on repro- 
duira la trajectoire de phase x, = f (7,) du système dynamique sur 
le plan x,ox.. L'écran permet d'appliquer le plan de phase ou la 
projection de la trajectoire sur les plans coordonnées de l’espace 
des phases. Ainsi, en se servant d'un oscilloscope à double faisceau 
pour étudier la trajectoire de la figure 5.14, d, on peut observer simul- 
tanément ses projections zx’ = f, (x), x” = f. (x) sur l'écran. La 
première fonction est la projection sur le plan z’ox, la seconde, la 
projection sur le plan x’ox. L'observation visuelle des trajectoires 
de phase est importante dans la mesure où elle permet de comparer 
les résultats de la théorie qualitative des équations différentielles 
avec le comportement du système dynamique étudié. L'observation 
visuelle est très répandue en théorie de la commande automatique, 
en radiotechnique théorique et en électronique. 

On peut rendre encore plus suggestive la représentation de l'espace 
des phases sur l'écran si l’on représente la trajectoire de phase z (£) 
et ses projections x’ (f), x” (t) en axonométrie, comme sur la figure 
5.14, d. Dans le plus simple des cas on peut le faire à l’aide de la 
transformation affine 


Y(t)=zx(t)—0,35z" (4), X(t)=zx"(t)—0,35z” (1) 


qui définit la perspective axonométrique dans laquelle l'axe de la 
variable auxiliaire Ÿ (£) est confondu avec l'axe zx (f) sur le plan 
YOX, et l'axe X (t) avec l'axe x’ (f) de l'espace des phases Oxrxz'x. 
La variable Ÿ (ét) est appliquée sur les plaques de déviation verticale, 
et la variable X (t) sur les plaques de déviation horizontale. Les 
constructions axonométriques seront étudiées dans le détail dans le 
cours pratique faisant suite au présent ouvrage. 


$ 8. Choix de l’échelle des variables 
dépendantes par la méthode des problèmes 
d'échelle. Exemple 


En étudiant les questions liées à la simulation des équations 
différentielles sur machine nous nous sommes arrêtés au niveau 
des schémas fonctionnels. Nous allons examiner maintenant un 
exemple de composition de programme qui sera détaillé au niveau 
des schémas de commutation, avec le choix des échelles des variables 
dépendantes et indépendante. Le fait de connaître la signification 
physique des variables permet d'une façon générale de simplifier 
l'étape la plus complexe de la programmation : le choix des échelles. 

1. Position du problème. On demande de construire le schéma de 
commutation pour l'étude du mouvement d'un point matériel de 
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masse m dans un milieu plan s’opposant au déplacement sous l'action 
d’une force attractive appliquée en un centre fixe © (fig. 5.15, a). 
Deux forces sont donc en jeu. La force d'attraction du point par le 
centre: P = —rmuw* (on remarque qu'elle est directement propor- 
tionnelle à la distance r du point au centre) et la résistance du milieu 


Fig. 5.15 


au mouvement: Q — —kmv. Cette force est proportionnelle à la 
vitesse v du point. Æ et w* sont des coefficients de proportionnalité. 
2. Déduction des équations différentielles du mouvement. Avant 
d'étudier un phénomène physique sur machine il faut le décrire 
mathématiquement. La seconde loi de Newton donne ici 


X=mz, Y— my, (5.36) 


où X et Ÿ sont des forces agissant le long des axes de coordonnées, 


m la masse du point, x et y les accélérations du point matériel le 
long des axes x et y. 

Trouvons les équations différentielles qui décrivent le mouve- 
ment du point dans un système de coordonnées cartésien x0y. Sup- 
posons qu'à l'instant { le point se trouve en M. Définissons les com- 
posantes des forces P et © portées par les axes x et y: 


Xp= —mor <= —mu?x, 
ME 
Yp= —mor = mo?y, (5.37) 
XQ = —mkz, 
Yo = — mky. j 


X=Xp+Xo, Y = Yp+ Ye. (5.38) 
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Compte tenu de (5.37) et (5.38) les équations différentielles (5.36) 
s'écrivent 


Z=—@r—kr, y=—0y—ky. (5.39) 


Supposons qu'à l'instant initial t = 0, le point occupe la posi- 


tion x (0) = x,, y (0) = 0 et que sa vitesse est z (0) = x, y (0) = ÿo- 
Le contrôle de la machine pendant la résolution de (5.39) se 


= 


réalise aisément à l'aide de l'expression 
kr+z+ky+y—z=0, 


où z est une variable redondante. Une dérivation de l'expression 
de contrôle par rapport à la variable f{ donne 


2= kz+ 7 + ky + y. 
D'où, et compte tenu de (5.39), on obtient l'équation différentielle 


z=0(2+y), 2(0) = kzo + Yo 


qui nous donnera la variable redondante. 

3. Construction du schéma fonctionnel. La figure 5.15,b repré- 
sente le schéma fonctionnel correspondant au système linéaire d' équa- 
tions différentielles (5.39). Le schéma a été construit par la méthode 
générale et comprend des opérateurs linéaires, des sommateurs et des 
intégrateurs. Les variables x et y sont appliquées respectivement sur 
les plaques de déviation verticale et horizontale de l'oscilloscope. 
Sur l'écran on obtient la trajectoire mobile du point y = @ (zx). 

4. Choix des échelles des variables dépendantes (méthode des pro- 
blèmes d’échelle). Le choix de l’échelle consiste à passer des variables 
mathématiques initiales aux variables machine, i.e. aux tensions 


électriques. Aux variables Z z, y, y correspondent les tensions élec- 


triqueS Uzo = MzxoTs Ua =Mar, U o = Myoÿs Un =MyiYs OÙ Mxos Mrs 
Myos My Sont les échelles. Les formules (4. 4) avec lesquelles se cal- 
culent les échelles font intervenir la valeur maximale de la variable. 
Ainsi pour la variable x l'échelle vaut mo — 100/| Zmax |: 

Le choix de l'échelle est compliqué par la nécessité de connaître 


a priori les valeurs maximales Zhaxs Zmaxr Vmax: Yma x. Cette dif- 
ficulté peut être éludée soit par la méthode des échelles d'essai, 
qui sont ensuite précisées ($ 5, chapitre 4), soit par la méthode des 
problèmes d'échelle. 

Penchons-nous sur la méthode des problèmes d'échelle. Son 
application au choix des échelles des variables est séduisante dans 
la mesure où elle permet d'exprimer les échelles en fonction des 
paramètres du problème initial. Elle offre donc la possibilité de 
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construire des schémas de commutation capables de résoudre de 
nombreux problèmes différant entre eux par la valeur numérique 
des paramètres. 

Le principe de la méthode consiste à passer du problème initial 
à un autre, mathématiquement plus simple, mais ayant le même 
contenu physique. Ce problème similaire porte le nom de problème 
d'échelle. Il est important que le problème d'échelle admette une 
solution analytique simple, dont l’analyse permette de tirer des 
conclusions justes sur les limites de variation des variables du 
problème initial. 

Simplifions le problème étudié. Supposons que le milieu ne s’op- 
de pas au mouvement du point. Il est évident que 4 = 0 et l’on 
a alors 


zur, y=—y, z(0)=2 2(0)=y(0)=0, y(0)= vo. 
Le problème d'échelle a pour solution 


æ(t)=zocosot, y(t) + sin of. (5.40) 
En vertu de (5.40) les valeurs maximales des variables seront 
| Tmax | = Lo; |Zmax| =0|% |; [Ymax|=]Yol/©; |Ymax|=1Yo|. 


Comparons maintenant le contenu physique des problèmes. Le 
problème d'échelle décrit le mouvement d’un point matériel dans 
le vide. Dans le problème initial, la résistance du milieu, de par sa 
nature, ne peut conduire à un accroissement des valeurs maximales 
des vitesses et des déplacements du point le iong des axes de coor- 
données. Donc, pour calculer les échelles, il est logique de prendre 
les valeurs maximales des variables du problème d'échelle pour 
bornes supérieures de variation des variables du problème étudié. 

Le calcul des échelles est conduit dans le tableau 5.1. 


Tableau 5.1 
Valeur absolue Symbole 
Variable maximale Echelle de 
de la variable l'échelle 
z 1zo| 100/| zo | Mx0 
z w|zol 100/(o | xo |) m x1 
ÿ | Yo 1/w 100w/| yo | M yo 
y | Yo | 100/] vo | my1 
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5. Etablissement des schémas de commutation. Le schéma de com- 
mutation est construit pour une machine donnée, dans notre cas 
pour le calculateur MH-7. 

Contrairement au schéma fonctionnel, le schéma de commutation 
est élaboré non pas pour des variables mathématiques mais pour 
les variables machine. 


Fig. 5.18 


La figure 5.16, a représente un schéma de commutation. On 
y a noté les numéros desintégrateurs que l’on suppose utiliser. Les 
potentiomètres montés à l'entrée des intégrateurs 6 et 8 servent 


à l'adaptation des échelles des variables x (6), x (£) et y (t), y (t). 
Les potentiomètres de rapport w placés à l'entrée des intégrateurs 5 
et 7 assurent l'adaptation des échelles des variables d'entrée et de 
sortie des intégrateurs et donnent aussi les coefficients w, k. 
Le schéma de commutation est générique et permet d'étudier le 
mouvement du point matériel sur machine quels que soient les 
paramètres w et k. Si ces derniers prennent des valeurs concrètes, 


122 RESOLUTION DES £QUATIONS DIFFÉRENTIELLES ORDINAIRES [CE 5 


par exemple & = 5, k — 0,1, le schéma de commutation qui leur 
correspond peut être complété par l'indication des numéros des 
entrées des opérateurs. La figure 5.16, b représente le schéma cor- 
respondant. 

6. Choix de l’échelle de la variable indépendante (le temps). 
La particularité du phénomène physique évoluant dans le temps 
æst précisément que la variable indépendante est le temps. Dans 
les calculateurs analogiques, la variable indépendante est toujours 
le temps. Donc il y a coïncidence de la variable indépendante du 
problème initial et de la variable indépendante machine. 

Si donc l'on résout le problème sur machine d’après le schéma 
de commutation de la figure 5.16, b, le processus simulé se déroulera 
de la même façon et durera autant que le processus réel décrit par 
les équations (5.39). On rappelle que dans ce cas on dit que la solu- 
tion est générée en temps réel. Si pour une raison ou une autre on 
a besoin de diminuer, de moitié par exemple, la durée du processus 
sur machine, en vertu du $ 6, chapitre 4, il faudra doubler les coef- 
ficients de transfert de tous les intégrateurs retenus pour le problème 
en question et d’eux seuls. Dans ce cas on dit que la solution du pro- 
blème est délivrée en temps accéléré. Sur la figure 5.16, b les coef- 
ficients de transfert correspondants sont notés au-dessus des poten- 
tiomèetres. 

Si, inversement, l’on a besoin de doubler la durée du processus 
sur machine, il faut diminuer de moitié les coefficients de transfert 
des intégrateurs. 

7. Discussion des résultats. Si l’on observe sur un oscilloscope la 
trajectoire du mouvement du point matériel en coordonnées z, y, 
on peut mettre en exergue d’intéressantes propriétés du phénomène 
physique étudié. 

On constate que pour k = 0 la trajectoire du mouvement est 


une ellipse de demi-axes zx, et ÿo/@. 

Si l’on fait croître k, on peut voir comment la trajectoire initia- 
lement fermée se transforme en spirale et comment le point matériel 
tend asymptotiquement vers le centre attractif O en l’enroulant. 

Pour une certaine valeur de À qui dépend de ©, il arrive un 
moment où le point sans avoir effectué un tour complet tombe sur le 
centre attractif. Ceci correspond au mouvement dit apériodique. 


$ 9. Questions et exercices 


1. Quelles sont les équations différentielles les plus faciles 
à résoudre sur machine? 

2. Peut-on résoudre sur machine : a) des équations différentielles 
aux dérivées partielles? b) des problèmes aux limites posés pour 
des équations différentielles ordinaires ? 
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3. La distribution stationnaire de la température dans une tige 
mince semi-infinie est décrite par l'équation différentielle 


x" (t)—C?z(t) = 0, 


où zx (t) est la température de la tige à la section d’abscisse t, 0 < 
< t < oc; C?un coefficient constant. 

Pour faciliter l'étude sur machine de la distribution de la tem- 
pérature le long de la tige, procéder au changement de variable 
T = 1 — exp (—t) et ramener l’équation initiale à une équation 
qui ra la distribution de la température sur l'intervalle fini 
T E [0, 1]. 

4. Quelles sont les équations différentielles dont la résolution 
sur machine conduit à l'établissement de schémas àstructure variable ? 

5. Comment se manifeste l'instabilité des solutions des équations 
différentielles réalisées sur machine ? Quelles sont les causes essen- 
tielles de cette instabilité? 

6. Peut-on générer sur machine les solutions instables'des équa- 
tions différentielles ? 

7. Quel est l’inconvénient des contre-réactions « longues » dans 
les schémas des calculateurs? 

8. Montrer que deux solutions particulières y,, ys de l'équation 


à solutions instables 
y" (t)= 3y(t)+2y"(t), 
vérifiant les conditions initiales 
a) Ya(0)=1, ya(0) = —1, 
b) ye(0)=1, ys(0)=3, 
n'ont pas le même comportement asymptotique par rapport à l'er- 


reur, 1.e. 
lim ôy,(t}=0o, limôy,(t)=e, 
{0 {—00 


où € est une petite quantité dépendant du facteur de qualité du 
calculateur. 

9. Montrer que deux solutions particulières y,, y, de l’équation 
différentielle à solutions stables 


y" (t)= —3y(t) —4y" (+), 
vérifiant les conditions initiales 
a) Va (0) = 1, Ya (0) = — 1, 
b) ye(0)=1, ys (0) = —3, 


n'ont pas le même comportement asymptotique par rapport à l'er- 
reur, i.e. 


lim ôy, (t)=e, lim ôy, (t) = co. 
t—0co {0 
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40. Montrer que l'équation différentielle linéaire du premier 
ordre à argument retardé 


y ()+by(—7T) =0 


possède une solution stable pour 0 < b<e. 


11. Construire les schémas fonctionnels réalisant les solutions 
des équations différentielles et des systèmes d'équations différen- 
tielles donnés sous la forme du problème de Cauchy. 

Indication: Avant d'aborder les exercices 11 à 38 il 
est recommandé de travailler soigneusement le chapitre 8. 


1) y°+ 4y° + 3y = 0. 

2) y" +2y" + 10y = 0. 

3) yIV+ 16y = 0. 

4) y" +3y" +2y" +y=0. 

5) y” +0,1y" + 2y = 0. 

6) z'=—27+3y, y'—=3z—7y. 

7) z'=—227+3y, y =3z—2y. 

8) = —3x+2y—z, y'—27—3y—2, 72=2—-y— 37. 
9) z'=27—3y, y—=2z—7y. 

10) z'=2z—y, y'=y—x. 

11) y°—2y" — 3y — exp (—t). 

12) y" + 3y' + 2y =sint. 

13) y°+2y"+y=texp(—#). 

14) y” + 4y' + 4y = cos? t. 

15) y”+ y =exp(—t) cost. 

16) z'= —2+3y+t, y'=3z—y+sht. 

17) z'=zx+2y+texp(—t), y'—2z—2y+ cost. 
18) z'—= —9z—y+texp(—2t), y'=zxz+exp(—t). 
19) z'= —zx+2y—+exp(—t), y'=zxz+sint. 

20) z'= —2r+4y—t'exp(—t), y'—=3rz—6y. 
24) y” = —sin°?y. 

22) y = —sin y. 

23) y — —exp(—y). 
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24) y" + ay’ + w? sin y =sint. 
25) y” =exp(—y) sin y. 

26) y"°=y" +1. 

27) (+1) y"+ ty + ny =0. 
28) ty"+(1—t) y" + ny =0. 
29) ([(1+ sin?t) y"]" = exp(—t). 


30) [S-] = exp (—t). 
31) (1—exp(—t)] y°+2y + y =0. 


32) yy+1—y" = 0. 
33) y’cosy—1—=0. 


34) y” + @2(t) y" + ao(t) y = bo(t) z+ b, (t) z° + b2 (t) zx”. 

35) y"+@(t)y°+ f (y) = box + bi (t) x° 

36) y” + y’ cos y + sin y = bot + bi (t) z'. 

37) y” sin 2y+ 2 (y) cos 2y + ay" + aoy = bo(t) x + bi (4) z° + bar”. 
38) (y°—y'hexp(—y)+æ(t)y"+ao(t)y= bo(t) z+ bez”. 


12. Supposons qu’un calculateur analogique imaginaire ne pos- 
sède pas d’intégrateurs mais dispose d’une quantité suffisante de 
dérivateurs parfaits et d’autres opérateurs. On demande de simuler 
l'équation 


aoÿ" (t)+ ay (t)+ ay (t)=0; y(0)=yo y’'(0)=y. 

13. Quelles sont les méthodes de discussion sur machine d’une 
solution d'une équation différentielle en fonction d’un paramètre 
de cette équation? 

14. Expliquer pourquoi les équations différentielles de sensi- 
bilité sont toujours linéaires. 

15. Sous quelle forme les appareils de service du calculateur 
analogique permettent-ils d'obtenir les solutions des équations 
différentielles ? 

16. Qu'est-ce qu'une trajectoire d’un système dynamique? 

17. Expliquer en quoi est importante la position physique du 
problème simulant un phénomène physique. 

18. Qu'est-ce qu'un problème d'échelle et comment est-il lié 
avec le phénomène physique étudié? 

19. Réaliser sur machine Îa trajectoire de phase du système 

Ti= + (1—x—x), 


Ts= —Zi+z2(1—2xi — 2). 
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On remarquera que lorsque £ —> © la trajectoire dégénère en le 
cercle x? + x5 = 1. Si l'origine zx, (0), x: (0) de la trajectoire se 
trouve à l’intérieur du cercle, cette trajectoire tendra asymptotique- 
ment vers le cercle en l’« enroulant » de l’intérieur. Si l’origine de la 
trajectoire se trouve en dehors du cercle, la trajectoire enroulera le 
cercle de l'extérieur. Les trajectoires de phase de cette nature sont 
appelées cycles limites. 

20. Etudier sur machine l'évolution de la population du globe 
entre 1925 et 2025. 

En vertu des données statistiques, la population de la terre entre 
1925 et 2025 est approximativement décrite par l’équation diffé- 
rentielle de croissance rapide 


z' = (ko + kit) x, x (0) — 1907 millions, 


où x (t) est la population du globe terrestre ; & le temps compté en 
années à partir de 1925; k, — 5,84 «10%, k, = 3,74-10% des coef- 
ficients. 

21. Simuler sur machine la propagation d’une maladie conta- 
gieuse qui s’est déclarée dans un village retiré, de 1000 habitants. 
A la découverte de l’épidémie 90 personnes étaient atteintes, donc 
étaient agents ; 900 personnes étaient saines mais des malades poten- 
tiels ; les 10 autres relevaient de cette maladie et étaient donc immu- 
nisées. Chaque malade contamine en moyenne une personne sur mille 
par jour. La maladie dure 10 jours, le convalescent est considéré 
comme immunisé. 

La propagation de l'épidémie est décrite par le système d’équa- 
tions différentielles avec les conditions initiales. 


z' = —fry,  z(0) = 900, 


y" = fPry — yy, y (0) = 9,0, 
Z —= Yy, z (0) = 10, 


où z est le nombre de malades potentiels ; y celui des agents ; z celui 
des guéris et immunisés; fB — 0,001; y = 0,1. 

La marche à suivre est la suivante: 

1) tracer la courbe épidémique zx’ (t) qui caractérise la vitesse 
de propagation de la maladie; trouver le nombre maximum de 
malades (Ymax) et la date de ce maximum; déterminer la durée 
de l'épidémie en considérant qu'elle prend fin lorsque 99,5 % de la 
population ont été contaminés; 

2) mêmes questions que dans 1) mais à la condition qu'une 
intervention médicale (isolation partielle des malades et mesures 
préventives) ait réduit de moitié la contamination, i.e. B — 0,0005; 

3) prévoir pendant l'élaboration des schémas fonctionnels et de 
commutation un système de contrôle du fonctionnement de la machine 
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à l'aide de l'identité évidente x + y + z — 1000; s'assurer de 
l'efficacité du système de contrôle. 

22. Une île est peuplée de lynx et de lièvres. Les lièvres se nour- 
rissent d'herbe qui pousse abondamment sur l’île. Les lynx se nourris- 
sent de lièvres. L'évolution du nombre de lynx et de lièvres est 
décrite par le système d'équations différentielles 


z' (= az — bzxy;, a, b > 0, 
y'(t) = czy — py, c, p>0, 


où x est le nombre de lièvres exprimé en milliers, y le nombre de 
lynx exprimé en milliers, { le temps en années. 

On demande : 1) de discuter la forme du système d'équations 
différentielles ; de trouver les conditions pour lesquelles la popula- 
tion animale ne change pas; 

2) de simuler la solution du système d'équations et la trajectoire 
de phase y = œ (x) pour a = 4, b = 2, c = 1, p = 5 si à l'instant 
initial le nombre des lièvres est x (0) — 8 000 et celui des lynx 
y (0) — 2000. 


CHAPITRE 6 


RÉDUCTION DES PROBLÈMES AUX LIMITES 
À UN PROBLÈME DE CAUCHY 


$ 1. Problèmes aux limites 


De par la logique de leur fonctionnement les calculateurs analo- 
giques ne sont capables de résoudre que des problèmes de Cauchy. 
Dans de nombreux problèmes d'ingénieurs les solutions des équations 
différentielles étudiées doivent satisfaire des conditions aux limites. 
Prenons pour exemple le problème aux limites de la flexion d'une 


Fig. 6.1 


poutre sur deux appuis. La flexion se produit sous l'effet d'une charge 
répartie de densité q (t) (fig. 6.1). L'équation différentielle de flexion 
s'écrit : 

EJy"(t)=M (+). (6.1) 


La solution doit vérifier les conditions aux limites: y — 0 pour 
t—=0et y = 0 pour t = L. ET est la rigidité de la poutre, Î sa lon- 
gueur, M (t) le moment fléchissant, y la flèche, y’ l'angle de rota- 
tion de la section de la poutre. Les conditions aux limites traduisent 
le fait que la flèche aux extrémités appuyées d'une poutre sur deux 
appuis est nulle. 

Réduire ce problème aux limites à un problème de Cauchy revient 
à trouver un y’ (0) = y, dépendant de y (l) tel que la solution de 
l'équation (6.1) se confonde avec celle du problème de Cauchy 


EJy"(t)=M({t), y(0)=0, y’(0)=y. 


Pour l'heure il n’existe aucune théorie générale pour la résolution 
des problèmes aux limites sur calculateur. Dans la suite on exposera 
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quelques méthodes particulières de réduction approchée et exacte de 
problèmes aux limites à un problème de Cauchy sous l'hypothèse 
que les problèmes aux limites en question admettent une solution 
et une seule. 


$ 2. Méthodes des essais 


Développons deux méthodes des essais sur l'exemple du problème 
aux limites y” = © [t, y, y'], y (0) = yo, y (t*) = y,. On cherchera 
‘la solution dans l'intervalle 0 << £ <<t*. La réduction consiste à trou- 
ver un Yo dépendant de y, tel que la solution du problème de Cauchy 

= ft, y, y'], y (0) = yo, y’ (0) = y coïncide avec la solution 
d problème aux limites initial. 

La première méthode des essais consiste à résoudre sur machine 
une série de problèmes auxiliaires de Cauchy y” — © [t, y, y'}, 
y (0) = Yo, pour y” (0) = mm, ms, . . ., My, . .., où m; sont des 
grandeurs arbitrairement choisies. Chaque solution est délivrée 
jusqu’à l'instant t — £* où l’on fixe les valeurs y ({*) = y,, Ymase » « 

> Um - - - Les graphes des courbes intégrales sont représentés 

sur la figure 6. 2. Les valeurs de y” (0) étant arbitraires, aucune courbe 

intégrale ne passe par le point donné (t*, y,). Les résultats fournis 

par la machine peuvent être exprimés sous une forme fonctionnelle 
y ({*) = F (m) à l’aide du tableau 


y” (0) | m4 | Mo | ss | m ; | 


y (+*) | Ymi | Yms | .. YmJ | 


ou encore par le graphe représenté sur la figure G.3. 
Une fois qu'on a défini la dépendance fonctionnelle y (t*) — 
— F (m), on peut trouver la valeur cherchée de y, correspondant à y, 


y") 


YO Jar) 


4 


Fig. 6.2 Fig. 6.3 


soit par le calcul (moyennant une interpolation), soit graphiquement 
comme le montre la figure 6.3. 

La méthode des essais exposée n'est pas économique car M, ma, 
.. My, . -.. Sont arbitraires. 


9—0654 
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La deuxième méthode nommée méthode des essais et corrections 
(ou encore méthode de balayage) est plus rationnelle. Dans cette 
méthode seuls m, et m, sont arbitraires, les valeurs suivantes sont 
choisies en fonction des résultats obtenus. 

La méthode de balayage est interprétée graphiquement sur la 
figure 6.4. Le point 1 a pour coordonnées (m,, ym1), le point 2? res- 
pectivement (M2, Ym+). Ces points 
sont reliés par une droite qui cou- 
pera la droite y (t*) = y,. L'abscisse 
du point de concours est la valeur 
suivante m, qui, d'une façon généra- 
le, est plus proche de la valeur y, cher- 
chée que m;,et m.. On résout le pro- 
blème sur la machine avec m, et on dé- 
finit Ym3. On repère ensuite sur le gra- 
phe le point 3 de coordonnées (M3, Ym3)- 
On joint le point 3 au point 2 parune 
droite dont l'intersection avec la droite y ({*) — y, donnera la 
valeur suivante m,. Les valeurs améliorées m3, m, , ... ne sont 
pas forcément à déterminer graphiquement. On remarque sur la 
figure 6.4 que l’abscisse m, de l'intersection des deux droites est 
égale à 


\ Ye—Yy 
M3 — Ma + (Meme) 


mo Um 


Et d'une façon générale 


Ug — Um he 
Mg = Mye + (My — Mao) _ | 
Ymk-1—Ymh-e 


On alterne résolution sur la machine et précision de la valeur de 
y" (0) jusqu à obtenir un y, peu différent de y,. 

Les deux méthodes peuvent être considérées comme des méthodes 
de résolution de l’équation y, = F' (m), dont la racine est la valeur 
y, cherchée. Si l’on ne connaît pas l'expression analytique de F (m), 
on se sert de la machine pour déterminer empiriquement la fonction 
y (t*) = F (mn). 

En principe les méthodes des essais conviennent pour la réduc- 
tion de tout problème aux limites à un problème de Cauchy. Mais 
leur efficacité est amoindrie par l’ordre des équations différentielles. 
Plus l’ordre est élevé, plus il est difficile de trouver les conditions 
initiales inconnues. Ainsi, en étudiant la flexion d'une poutre posée 
sur un appui élastique, l’on a à réduire le problème aux limites 
suivant : 


ETS y + ky = q(t), 
y(0)=y"(0)=y(t)=y"()=0, 
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où EJ est la rigidité de la poutre; À le module de réaction du sol 
qui caractérise la réaction de l’appui élastique sur la poutre; q (t) 
la distribution de la densité de charge; ! la longueur de la poutre. 
Les conditions aux limites sont définies par le mode d'’encastre- 
ment des extrémités de la poutre. Les conditions y (0) = 
= y" (0) = y (l) = y” (!) = 0 signifient que l'extrémité gauche est 
encastrée et l'extrémité droite repose sur un appui. La réduction 
implique la résolution du système d'équations différentielles par 
rapport à y” (0) et y” (0): 


y" (t)= f1ly7 (0), y” (0)] = 0, 
y (1) = f21y7 (0), y” (0)} — 0, 


où /, et f. sont des fonctions de deux variables de forme analytique 
inconnue. L'information sur ces fonctions s'obtient par la méthode 
des essais à l’aide de la machine. 

Il arrive souvent que le système d'équations différentielles ser- 
vant à définir les conditions initiales manquantes est d'une forme 
spéciale. En mettant à profit ces particularités on réussit parfois 


% 


avec assez de facilité à réaliser la réduction. Prenons l’exemple du 


problème aux limites 
[ET (£) y") — q (£), 


y(0)=y(?) = y" (0) = y" (1) = 0. 


Il décrit la flexion d'une poutre de longueur / sur deux appuis. La 
poutre est fléchie sous l’action d'une charge continue de densité 
q (t). La rigidité de la poutre est variable et varie comme l'indique 
l'expression ET (t). Pour réduire ce problème, il importe de résoudre 
par rapport à y’ (0) et y” (0) le système d'équations: 

y" (1) = f11y" (0)1 —0, 

y (1) = f2y" (0), y (0)] = 0. 
Ce système est d’une forme spéciale dite triangulaire. En réduisant 
le problème on aura profit à déterminer d’abord l’inconnue y” (0) 


de la première équation; la seconde équation ne contiendra alors 
que l’inconnue y' (0). 


$ 3. Problèmes aux limites linéaires 
(méthode des combinaisons) 


Pour les problèmes aux limites décrits par des équations diffé- 
rentielles linéaires, on dispose d’une méthode qui permet de réduire 
un problème aux limites d'ordre 7 à nr problèmes auxiliaires de 
Cauchy. Exposons cette méthode dans le cas d’une équation diffé- 
rentielle du second ordre à coefficients variables 


y"+ki(t)y + ka(t)y = f(t) (6.2) 
9* 
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avec les conditions aux limites y(0) = y, y(t*) = y,, où 
0 et £* sont les bornes de l'intervalle sur lequel on cherche la solu- 
tion. Rappelons qu’il nous faut chercher la condition initiale y” (0) — 

L'équation (6.2) étant du second ordre, nous aurons besoin de 
deux problèmes auxiliaires de Cauchy: 


le premier étant yi+ki(t)yi+hk2(t)ys=f(t), 
y: (0) = Yo, y; (0) = (0); 

le second y2 + ka(t)y2+ ka (t) ya = 0, 
y2(0)=0, y,(0)=1. 


Leurs solutions sont délivrées par la machine jusqu’à l'instant 
t = t* où l'on obtient les valeurs y, (t*) et y. (£*) en fonction des- 
quelles s'exprime l’inconnue y. Trouvons l’expression d'où nous 
déduirons y;. A cet effet formons une combinaison linéaire avec les 
solutions 


y(t) = ya (t) + you (t), (6.3) 


où yo est la condition initiale cherchée. La combinaison linéaire (6.3) 
vérifie l'équation (6.2) avec les conditions initiales y (0) = yo, 
y (0) = y;. Pour que (6.3) vérifie de plus la condition aux limites 
y (4*) = y,, ilest nécessaire de choisir y; de façon convenable. Pour 
l'instant { — 1* l'expression (6.3) donne l'équation par rapport à la 
quantité inconnue yi: y (£*) = y, (t*) + yye (*), d'où y, — 
— [y, — y (4*)}/y, (4*). Tous les termes du second membre sont 
connus : y, par hypothèse, y, ({*) et y. ({*) par résolution des pro- 
blèmes auxiliaires correspondants de Cauchy. 

Dans les problèmes aux limites linéaires de plus grand ordre, 
on détermine les conditions initiales manquantes en résolvant sur la 
machine une série de problèmes auxiliaires de Cauchy, puis un 
système d'équations algébriques linéaires par rapport aux conditions 
initiales cherchées. Pour plus de détail on pourra consulter tout 
manuel traitant des méthodes numériques dans le chapitre concer- 
nant la résolution de problèmes aux limites à partir des équations 
différentielles ordinaires. 

Dans certaines équations différentielles linéaires le nombre des 
problèmes auxiliaires de Cauchy requis par la réduction peut être 
inférieur à l’ordre de l'équation différentielle donnée. Montrons 
ceci sur un problème aux limites que l’on rencontre souvent en résis- 
tance des matériaux : 


y'(t)=f(t), y(0)=yo y({*)=ye. (6.4) 


Il s'avère que pour déterminer l’inconnue y’ (0) = y, il suffit 
d’un seul problème auxiliaire de Cauchy au lieu de deux, en l’occur- 
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rence 


yi(t)=f(t),  y:(0)=0,  y1(0) = Yo. (6.5) 


En effet, la solution générale de l'équation (6.4) exprimée au moyen 
de l’inconnue y, s'écrit 


t it 
y=ut+ a faat+u 
0 0 


ou encore 
y (t)= yot + ya (6), (6.6) 
tt 
où ys ({) = | dt\f(t) dt + y, est solution du problème auxiliaire 


0 
de Cauchy. Pour l'instant { — t*, on déduit à partir de (6.6) l’expres- 
sion de l’inconnue y: 


ge de (), (6.7) 


Considérons maintenant le problème aux limites linéaire d'ordre 
quatre : 


y" (t)= fi (t), y(0)=Yo, y(t*)= Ye 
Z'(t)=fo(t)y(t), z(0)=720 2({*)=2e. 


La réduction de ce problème exige en tout deux problèmes auxiliaires 
de Cauchy. Le premier est le même que (6.5) et l’inconnue y, se 
détermine avec (6.7). Le second est 


y" (t) = fa (t), y(0)=%ÿo, y'(0)=yÿys 
Zi(t)=f2(t)y(t), z:(0)=0,  z:(0) = 20; 


d'où 
2 — Ze — (t®) 
$ 4. Questions 


1. Pourquoi le calculateur ne délivre-t-il la solution que des 
équations différentielles données sous la forme d’un problème de 
Cauchy? (Voir le fonctionnement de l’intégrateur). 

2. En quoi consiste le principe de réduction d’un problème aux 
limites à un problème de Cauchy par la méthode de balayage? Par 
quoi l'usage de cette méthode est-il restreint ? 

3. Quelles sont les méthodes connues de réduction d’un problème 
aux limites à un problème de Cauchy? 


CHAPITRE 7 


RÉSOLUTION D'ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES 
AUX DÉRIVÉES PARTIELLES SUR MACHINE 


$ 1. Equations aux dérivées partielles 


Dans ce chapitre on étudiera une méthode approchée de résolu- 
tion d'équations différentielles aux dérivées partielles sur machine 
sur l'exemple d'équations — D de la forme 


AE +28 Ca bou F(z, y), (7.1) 


où À, B, C, a, b, c sont des coefficients a qui peuvent être 
constants ou dépendre des arguments x et y; F (x, y) une fonction 
donnée des variables x et y. La solution u (x, y) de l'équation (7.1) 
doit vérifier (7.1) dans un domaine dont le bord a pour équation 
V (x, y) = 0. 

L'équation (7.1) est elliptique, parabolique ou hyperbolique 
selon que le discriminant D — AC — B}* est positif, nul ou négatif. 
Elle est mixte si D change de signe dans le domaine donné. 

L'équation de Poisson 
d?u d?u 
de Tu 


et son cas particulier l'équation de Laplace F (x, y) = 0 sont des 
équations de type elliptique. L'équation (7.2) décrit des processus 
stationnaires relatifs à la flexion d'une lame et d'une membrane, 
à la torsion d'une tige, à la distribution stationnaire de la tempé- 
rature dans les lames, etc. 

L'équation de chaleur (de diffusion) 


PU F(x,t) (7.3) 


y" 


= F(x, y) (7.2) 


est du type parabolique. Elle décrit la distribution non stationnaire 
de la température le long d’une tige homogène fine. La solution 
u (x, t) représente la température de la tige à la section de coor- 
donnée x à l'instant 1. 

L'équation des oscillations libres d'une corde homogène 


LR Le (7.4) 
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est du type hyperbolique. La solution u(x, t) de l’équation d'onde 
(7.4) représente le déplacement transversal de la section d’abscisse z 
de la corde à l'instant t. 

Dans le calcul scientifique, on rencontre souvent des équations 
différentielles aux dérivées partielles, dont l’ordre est supérieur à deux. 
Ainsi, la flexion d'une poutre de rigidité variable EJ (x) sous l’action 
d'une charge continue, dont la densité gq (x, t) est fonction du temps, 
est décrite par l'équation différentielle d'ordre quatre, à coefficients 
variables, 


TES (2) + Va} Ge = 9 (a, t), 


où z est la coordonnée de la section de la poutre, f le temps, u (x, t) 
la flèche de la poutre en zx à l'instant t, Ÿ (x) une fonction donnée 
qui tient compte de la distribution de la masse le long de la poutre. 

En résolvant des équations différentielles aux dérivées partielles 
de la forme (7.1), on rencontre les trois types de problèmes aux limi- 
tes suivants. 

Premier problème aux limites (problème de 
Dirichlet). La solution u (x, y) de l’équation (7.1) doit ètre confon- 
due sur le bord du domaine avec une fonction œ (x, y) donnée a 
priori, i.e. ur (x, y) = ® (x, y). | 

Deuxième problème aux limites (problème 
de Neumann). La solution u (x, y) de l’équation (7.1) doit être telle 
que sa dérivée normale ôu/ôn coïncide sur le bord du domaine 
T (x, y) avec une fonction (x, y) donnée a priori, i.e. (du/ôn)r — 
—= (zx, y), et prendre une valeur m donnée a priori en un point 
z*, y* connu du domaine, i.e. u (xz*, y*) = m. 

Le troisième problème aux limites est du 
type mixte. Sur le bord du domaine F (x, y) — 0, on donne une 
combinaison linéaire des valeurs de la fonction u (x, y) et de sa 
dérivée normale, soit 


af) .+Bur(z, y)—p(x, y). 


11 est essentiel que les solutions de certaines équations diffé- 
rentielles vérifient en plus des conditions aux limites des conditions 
initiales. Cette terminologie a été adoptée pour les équations diffé- 
rentielles qui décrivent des processus physiques non stationnaires, 
i.e. qui se déroulent dans le temps et dans l’espace. Les conditions 
qui se rapportent à l'instant initial sont appelées conditions initia- 
les, celles qui se rapportent aux valeurs fixées des coordonnées 
spatiales, conditions aux limites. Ainsi, on peut chercher la solution 
de l'équation de chaleur (7.3), pour une tige de longueur !, qui 
vérifie la condition initiale u (x, 0) — (x) (qui représente la 
distribution de la température le long de la tige à l’instant { = 0) 
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et les conditions aux limites uw (0, t) — œ, (t) (i.e. la température 
de l'extrémité gauche de la tige varie en fonction du temps comme 
1 (t))et u (1, t) = œp: (t) (pour l'extrémité droite de la tige). 
Les équations différentielles aux dérivées partielles se résolvent 
approximativement sur la machine moyennant la réalisation d’un 
système d'équations différentielles ordinaires les approchant. Le 
problème le plus facile à résoudre sur la machine est le premier 
problème aux limites défini sur un domaine rectangulaire. 


$ 2. Expression des dérivées au moyen 
des valeurs de la fonction 


L'approximation d'une équation différentielle aux dérivées par- 
tielles par un système d'équations différentielles consiste à remplacer 
les dérivées partielles par des expressions ne contenant que certaines 
valeurs de la fonction, appelées formules de dérivation numérique. 

La dérivée en un point peut être représentée approximativement 
de plusieurs façons au moyen des valeurs prises par la fonction pour 
des valeurs discrètes de l'argument. Les formules de dérivation 
numérique sont les plus simples à trouver dans le cas où les valeurs 
de l'argument sont équidistantes. 

Voyons tout d’abord comment on obtient l'expression de dérivées 
d'ordre quelconque au moyen de valeurs de la fonction sur l'exemple 
de la fonction d’une variable u (x) et ensuite généralisons le procédé 
à une fonction de plusieurs variables. Soient données pour les valeurs 
discrètes de l'argument, de pas . 


Ty TZo—h, Zn T=To+h, 
les valeurs correspondantes de la fonction u (x) 
u(z), u(xzo), u(x). 
Développons u (x) et u (x) en série de Taylor: 
u(zs)=u(zo—h)& u(ro) — hu’ (xo) + 
+ u — Eu" (to)+.e., (7.5) 


u(t)=u(r+h)&u(zo) + hu" « ++ u” (to) + 


. u”(xzo)+... (7.6) 
Soustrayons (7.5) de (7.6): 
u(z;)—u(x)=2hu" (x) ++ u” (To) +. 


$ 2] EXPRESSION DES DERIVÉES AU MOYEN DES VALEURS DE LA FONCTION137 


au point z, la dérivée première sera donc égale à 
, 1 h3 
u'(t)=-lu(x)—u(x)]—u"(e), (7.7) 


OÙ zo —h<e<zo + h. La valeur donnée par cette expression 
est d'autant plus exacte que le pas h est petit. 
Ajoutons (7.5) et (7.6): 


u (24) +u (xs) = 2u (20) + Ru” (20) +5 UV (xo) + 
au point z, la dérivée seconde sera donc égale à 
(x) lu (a) 2u(r)+u()]— EE uV(e), (7.8) 


OÙ T9 —h LE << To +4. 

Les expressions (7.7) et (7.8) permettent de calculer la dérivée 
à h°? près. Cependant il est aisé de remarquer que si u (x) est un 
polynôme du second degré, les formules donnent les valeurs exactes 
ae dérivée car alors u” (x), ulV (x), etc., sont identiquement 
nulles. 

Les dérivées u” (x.) et u” (x,) ont été calculées au point central xs. 
On les calcule sans peine aux points zx, et z,. Nous donnerons les 
formules de dérivation numérique sans les calculs intermédiaires. 
Dans ces formules on associe aux valeurs 


Lo D = To+h = To + 2h... = To + ik, ... 
de l'argument les valeurs 
U(zo)=Uuy, U(rs)=usy, U(rz)=Us, ..., u(z;)=uy, ..., 


U'(tzo)=u, u'(z)=u, uf(x)=u,,..., u’(xz;)=u;, ..…. 


de la fonction et de la dérivée. 

Les formules de dérivation diffèrent, selon la précision demandée, 
par le nombre de valeurs de la fonction u (x) utilisées pour le calcul 
de la dérivée u’ (x) en un point zx}. 

Trois valeurs de la fonction 


ui = 9e [— Soi — ua] + Fu” (60), 
= (— ue + w]—u"(e), (7.9) 
=  [o—4u+3u]+ eu (e), 

OÙ T1 LE L'Le, To LE L'Te, To Es L'Loe 
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Quatre valeurs de la fonction 


= (— Mu, + 180, — Qu, + Mol tés 
ui = [— 2u9— Su, + Gus _ us] + & —ulV (84), 
(7.10) 
UT [uo— Gui + Bu + Qus]— + ul (e2), 
u = — Qu, + Qu, — 18u: + Aus] + ul V (es), 


OÙ To LE Ts To <' L'Ls5 To L Eo Ta, Lo < E3 Ts 
AE valeurs de la fonction 


= À 1— 2500 + 4814 — 362 + 16us— ua] + À UV (80), 


Pr Buo— 1Ous+ 180 — Gus ui] 7 u (es), 


20 
= pl Uo— 84 “+ Bu je as (7.41) 
url Vo Gui—1Bus+ 1Ous+ Sue] UV (es), 


UE Jo —16u, + 36u, — 4Bu, + 25u,] + Eu (es), 


OÙ I << E LH; TD Lu LU; LL Be LT, To LE LL; 
To LE, LH. et ainsi de suite. 

On remarquera que les dérivées peuvent être écrites sous la forme 
matricielle. 


u'&+ Mu, (7.12) 


où «° et a sont des vecteurs de dimension #7, A£f une (nr, n)-matrice, 
n le nombre de valeurs de la fonction x (x). Pour les expressions 
(7.9), on a w' — (u,, u,, u:), uw = (uo, U, u) et 


— 1,9 2 —0,5 


L'égalité matricielle (7.12) nous suggère un procédé de recherche 
des dérivées d'ordre supérieur. 
En effet, 


1 9 


u” À Mu pe M"°u. 
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Et d'une façon générale 
4 
uN = rs M'u (7.13) 


avec bien entendu 1 < k < nr — 1. 

Ce qui est important c’est que les valeurs des dérivées sont exactes 
pour les polynômes u (x) de degré non supérieur à nr — 1. 

Le calcul des dérivées partielles est le même que celui des dérivées 
d'une fonction d'une seule variable. Ainsi, en vertu de (7.12), les 
valeurs de la dérivée partielle w, (x, y) aux points 


LT, Yos Lo Yys er Lo Yi +5 Ty Yn-1 
seront données par l'expression 
, 1 
Uy (Z; y) DETTE Mu (x, y), 


où üy (2, y) = luy (x, Yo), Uy (Z, Ya), + + + Uy (TZ, Yn 1)] est le vec- 
teur de dimension r des valeurs des dérivées ; & (x, y) = [u (x, yo), 
u (x, y1), ..., u (x, y, _1)] le vecteur de dimension n des valeurs 
de la fonction, H une (7, n)-matrice; , le pas. 

Si l’on a besoin de la dérivée seconde par rapport à y, on se sert 
de l'égalité 


- 1 
üUy & F5 Mu (x, y), 


où uy (x, y) — luy (x, Yo), uy (7, ya), - - ., y (, Yn 1)l. Et d'une 
façon générale la dérivée partielle d'ordre k par rapport à y a pour 
expression, en vertu de (7.13), 


1 k 
un ma M" u(x, y). 


Souvent il est utile de connaître les expressions des dérivées 
au moyen des valeurs de la fonction aux nœuds d’un réseau rectan- 
gulaire de dimension nr X m: 


To Ti=Zo+he, La = To + 2h, …. Zn =Zot+(n—1)h, 
Yo, Yi—=Yo+kh,, Ya = Yo + 2h,, ….) Ym=1 = Yo+(m—1)h,. 
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Il est aisé de voir que les expressions qui nous intéressent peuvent 
être écrites sous forme de l'égalité matricielle 


[ue (z, = M Lu (2, ls (7.14) 
où 
UX (To, Yo) Ux (To, Yi) ... Ux(Tos Ym1) 
[ui (x, y)] = Ux(Z1, Yo) Ux (Zi, y1) ... Ux(Zi, Ym-1) 
Ux (Zn Yo) Ux (Zn-1, ÿ1) ss Ur (Tnt Ym-1) 
U (Zo, Yo) u (Zo, ÿ1) +. U(Zo, Tm-1) 
[ac (z, y)] — u (x, Yo) u (xs, Yi) ss ‘Ù (Ts, Um=1) 


U(Tn-ss Yo) U(Tn-1s Yi) +. U(TZn4, Ym-41) 


Passons maintenant aux formules de dérivation pour dérivées 
mixtes. Dans les cas simples où l’on utilise un petit nombre de 
valeurs de la fonction, les dérivées mixtes peuvent être calculées en 
portant directement les formules (7.9), (7.10), (7.11) l’une dans 
l’autre. Illustrons cela sur l'exemple de la dérivée uw}, (x, y.) en 
supposant que les valeurs de la fonction sont données aux nœuds 
d'un réseau carré de dimension 3 >» 3. En vertu de (7.7) on aura 
Uyx © _—_ [us (ts, yes) —ux (xs Yo)] & 

x 


FF _—. [u (22; Ye) —U (o, Ye) —u (x2, Yo) +u (Zo; ÿo)]- 
y''x 


I] est possible d'obtenir des formules de dérivation plus générales, 
en un nœud arbitraire, sous forme matricielle 


Qui (D M Lee (a, vit ME (7.15) 


où l'indice «t » indique la transposition 
Uyx (Zo, Yo) Uyx (T1 Yo) .. Uyx(Tn-11 Yo) 
Uyx (To: Y1) Uyx (Zi; ys) Ph Uyx (Zn-1 y) 


Uyx (To; Un-1) Uyx (zi, Yn-1) D Uyx (Zn-1 Yn-1) 
U (Zo, Yo) u (To, Y1) ... U(Xo, Yn-1) 
U(Z1, Yo) u (T1, y4) ... U(Ti, Yn-1) 


u (Zn-1 yo) u (Zn-1: ya) ... U (Zn1 Yn—41) 


Les formules (7.14) et (7.15) se généralisent aisément au cas de déri- 
vées d'ordre supérieur. 


[ux (x, y)] = 


[a (z; y)] __ 


$ 3]  APPROXIMATION D'UNE EQUATION AUX DERIVÉES PARTIELLES 141 


$ 3. Approximation d’une équation aux dérivées 
partielles par un système d'équations 
différentielles ordinaires 


La méthode qui consiste à remplacer approximativement une équa- 
tion différentielle aux dérivées partielles par un système d'équations 
différentielles ordinaires s'appelle méthode des droites. Exposons-la 
sur l'exemple de l'équation de Poisson. 

Soit à résoudre sur machine l'équation de Poisson 

du(z,y) , du(z, y) 
PRE + EE = (7, 9) (7.16) 
par réduction à un système d'équations différentielles ordinaires. 
On cherchera la solution u (x, y) de l’équation de Poisson sur un 


La 
a 


u({tÿh° 


atyh -utfh 
us(tYfh°? = 


bol th 5 


0 
/ -{_JArre ram — 
Le mé. à À co: 
: dition t-a 


C 
Fig. 7.1 


domaine rectangulaire 0 < zx < a, 0 y < b (fig. 7.1, a) au bord 
duquel u (x, y) doit vérifier les conditions aux limites uw (0, y) — 
— M (y), u (a, y) = pe (y), u (x, 0) = mp (x), u (x, b) = y; (x). 
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En vertu de la méthode des droites il faut tracer dans le domaine 
des droites horizontales à une distance h l’une de l’autre (fig. 7.1, b). 
Supposons qu'on ait mené n droites parallèles. La solution de l'équa- 
tion initiale (7.16) étant valable pour tout point du domaine, elle 
le sera a fortiori pour toute droite tracée. 

Désignons par y, l’ordonnée de la j-ème droite. Il est évident 
que l'on aura 

du (z, yj) d'u; (x) 

CPS 
“UT, y 

—— _ [u;x —2u,; (x) + un (2)], 


OÙ  Uj4(z)=u(zx, yj4), Un (z)=u (x, yyn)s fe, y) = f5 (a). 


, Où uj(z)=ul(x, y;); 


En portant les expressions correspondantes dans l'équation (7.16), 
on obtient un problème aux limites pour le système d'équations 
différentielles ordinaires : 


d'u;(zx 
de Æ _ [ui (x) —2u, (x) + un (2) = f; (x); 
U (0) = pi (ys) = Pass Uy (a) = Pa (y5) = Po: (7.17) 


où j — 1, 2, 3, ..., netu, (x) = ps (x), uns (x) = 4 (x). La solu- 
tion de ce système est constituée de 7 fonctions u; (x) d’une variable. 

Construisons le schéma fonctionnel qui délivre la solution du 
système (7.17) pour nr = 3, i.e. traçons trois parallèles dans le do- 
maine qui nous intéresse. Dans la machine, le rôle de la variable 
indépendante zx est tenu par le temps t. En vertu de (7.17), le système 
d'équations différentielles s'écrit : 


ui (4) = fa (0) +1 — ps (6) + Qu (E) — ue (E)I: 
ui (4) = fa (0) + Lu (6) + Que (0) — us 0}: 


us (0) = fa () + 5 — us (6) + us (E) — qe (OI, 


avec les conditions aux limites 
U (0) — Pyss Us (0) = Pis Us (0) == Pis 
U (4) — Pays U2(a) = Pos,  Us(a) — Pas. 
Avant de résoudre ce système, il faut réduire les conditions aux 


limites uw, (a), u, (a), u; (a) aux conditions initiales inconnues 


u, (0), u: (0), u; (0). 
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Le schéma fonctionnel correspondant est représenté sur la figu- 
re 7.1, c. Il est constitué de trois chaînes identiques d'intégrateurs, 
reliées par des liaisons dont les entrées et sorties sont indiquées. 
Le schéma prévoit une interruption de la résolution à la condition 
{ — a. 


$ 4. Exemple de programmation des calculateurs 
analogiques pour l’étude de la distribution 
non stationnaire de la température 


1. Position du problème. Une forte cloison homogène d'épaisseur L, 
de grande superficie, sépare deux milieux de températures différentes 
(fig. 7.2): celle du milieu de gauche varie comme q, (t), celle du 
milieu de droite comme œ. (f). On demande 
d'étudier sur machine la distribution de la 
température pour les points intérieurs de la 
cloison, les fonctions , ({) et œ:({) étant 
supposées données. f© gE) 

Introduisons tout d'abord des variables 0 T9 
mathématiques qui nous serviront à décrire la 
distribution de la températuie dans la cloison. 

Traçons pour cela une perpendiculaire à la 

cloison, qui figurera l'axe y. La lempéralture 

des points intérieurs de la cloison est une 

fonction du temps { et de la coordonnée y, Fig. 7.2 
i.e. 0 (y, 1). Les points de la cloison situés 

sur une même verticale possèdent la même température (sont iso- 
thermes) en vertu de la grande superficie et de l’homogénéité de 
la cloison. 

La fonction &'({, y) vérifie l'équation de chaleur 


dr À d°v 
2-1 (7.18) 


C "dy? ? 


où À est le coefficient de conductibilité thermique, c la capacité 
thermique volumique spécifique de la cloison. La solution de l'équa- 
tion (7.18) doit vérifier les conditions aux limites & (0, £) — ; (t), 
U(l, t) — qç, (t) et la condition initiale v (y, 0) = T (y). 

T (y) est une fonction donnée caractérisant la distribution de la 
température dans la cloison à l'instant initial. 

2. Approximation de l’équation de la chaleur par un système 
d'équations différentielles ordinaires. Pour trouver un système d'’équa- 
tions différentielles ordinaires approchant l'équation (7.18), il faut 
partager la cloison en couches d'égale épaisseur par des verticales. 
Aux points d'intersection des verticales avec l'axe y, la température 
sera fonction d'une seule variable, le temps. On supposera que ces 
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points sont distants l’un de l’autre de h (fig. 7.3). Portons la coor- 
donnée y; d'un point j dans l'équation (7.18): 


dv (y, t) À dv (Yÿ t) 


ôt ©  oy* (7.19) 
ô A : dus (t 

Si l’on désigne v(v;, t) par v;(t), alors 8 PO. 
re à dv (y;; t) à in. : ù 

La dérivée partielle — — peut être exprimée approximative- 


Fig. 7.3 


ment au moyen des valeurs de la fonction v (y, t) au point y; et aux 
points voisins j + 4 et j — 1 par la formule 


dv (yy, t) 
+ — & + Luy+s (€) — 20 () + vs (6)], 


où 
Uy+a (E) = 0 (+, t)5 V3 () = 0 (y, tt). 
En tenant compte de ces expressions on peut mettre (7.19) sous 
forme d'une équation différentielle ordinaire du premier ordre: 
Se ) 


= p{Uÿ+s (8) —2vy (t) + vi; (6)], 
pr T'(y5)=T;; b= + 


Le nombre de ces équations est égal au nombre de points d'inter- 
section. Si l’on a au total r points, on obtient un système de nr équa- 
tions différentielles ordinaires qui approchera l'équation (7.19): 


#0 


= jp {uÿss (4) — 20; (E) + 031 ()], (7.20) 
v,(0)=T;; F0 (£); Un+1 () = Pa (t); 11; 2-54 0n 


& 5] INTERPOLATION EN COURS DE R£ESOLUTION DES £QUATIONS 445 


On reconnaît dans le système (7.20) un problème de Cauchy. 
3. Schéma fonctionnel. Le schéma fonctionnel qui réalise le systè- 
me d'équations différentielles (7.20) est représenté sur la figure 7.4. 


Fig. 7.4 


C'est un schéma économique qui n’exige qu'un intégrateur pour 
résoudre chaque équation du système. Les rectangles figurent les 
générateurs des fonctions données , (t), ®: (t). 

__ &. Choix des échelles. En procédant au choix des échelles des 
variables on aura à l'esprit que la température des points intérieurs 
de la cloison n'est pas supérieure aux valeurs de , (£) et 2 (4). 


$ 5. Interpolation en cours de résolution 
des équations aux dérivées partielles 


__ La machine délivre la solution u (x, t) d'une équation différen- 
tielle aux dérivées partielles seulement pour certaines valeurs fixes 
de l'argument 


Lors D = Lo FR... TJ = Lo Fjh +. En =To+nh, 
sous forme d'une collection de fonctions 
u (To, t), U (ty, th, oo où U (Ts ts © WU (Zns €). (7.21) 
On a souvent besoin de calculer à partir de (7.21) la valeur de la 
solution uw (x, t) pour un z = z* arbitraire compris dans l'inter- 


valle [x,, z,l. La fonction u (x*, t) peut être trouvée par interpola- 
tion. Il faudra construire à cet effet un schéma interpolateur qui 


10—0654 
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réalisera une interpolation quelconque, par exemple la formule d’in- 
terpolation de Lagrange 


en RE" T) (22)... (2° — 2j) (2 — 241) +. (2*— 2x) 
ee > , (#17 %0) (23 — 21) +. (25 — 271) ( — 2ÿ4s) +. (zj—2n) 


xu(zs,t). (7.22) 


La formule de Lagrange est un polynôme de degré »#, qui prend 
les mêmes valeurs que la fonction u (x, t) aux points æ, zy, . - ., 2. 
Cette coïncidence fait supposer que les valeurs du polynôme d'’inter- 
polation (7.22) seront très voisines de celles de la fonction u (x, t) 
pour les autres valeurs de l'argument. La conséquence immédiate 
de cette coïncidence est qu’au lieu de la valeur inconnue de la fonc- 
tion u(x°,t) on peut se servir de la valeur prise par le polynôme 
d'interpolation en x*. Les méthodes de déduction et d'étude des 
diverses formules d'interpolation font l’objet d'une discipline spé- 
ciale appelée théorie d'interpolation et d'approxzimation des fonctions. 
Nous avons préféré la formule d'interpolation de Lagrange à toute 
autre, car sa forme permet de construire le plus facilement le schéma 
fonctionnel de l’interpolateur. En effet, la formule de Lagrange peut 
être mise sous forme d'une somme de produits 


Ÿ 


LE”, = 2 a (z°) u(zx;, ), (7.23) 


où a; (x*) est un coefficient constant égal à 


(2° — 20) (2° — 2) ... (2° — 2j) (2° —2j41) +. (2° —2n) 


Deal Ga c@ en) (9 


a(x°)= 


L'écriture de la formule d’interpolation sous forme d'une somme 
de produits nous suggère immédiatement d'utiliser en qualité d'’in- 
terpolateur un sommateur ordinaire à nr + 1 entrées. La variable 
d'entrée du sommateur appliquée à la j-ème entrée sera la fonction 
connue uw (x;, t), quant au coefficient de transfert du sommateur 
par la j-ème entrée, il dépendra de la valeur donnée zx = x* et peut 
être calculé avec la formule (7.24). 

En plus du sommateur on peut avoir besoin d'inverseurs, car les 
coefficients a; (x*) n'auront pas forcément le même signe. 

La lourdeur de l'expression (7.24) donne l'impression que la 
détermination des coefficients a; (x*) sera assez laborieuse. Mais ce 
n'est qu'une impression. En effet, le polynôme d'interpolation est 
construit non pas sur 7 + 1 valeurs de la fonction w (x, t), mais 
sur trois ou quatre points proches de z*. A signaler que le polynôme 
d'interpolation est du second degré si l’interpolation est réalisée 
sur trois valeurs de la fonction u (x, t). 
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S 6. Exercices 


1. Mettre les formules (7.10) sous forme matricielle. Montrer que 
la puissance quatrième de cette matrice est la matrice zéro. Expli- 
quez, pourquoi. 

2. Trouver l'expression générale de la matrice des valeurs de la 
dérivée mixte ue (xz;, y:) en fonction des valeurs prises par la 
fonction aux nœuds du réseau rectangulaire 


Los Lo F Res Lo + 2e ee Lo HF Res se To +R — 1), 
Yos Yo + Rys Yo + 2hy Yo + hp . .., yo + (m — 1) h,, 


où L et k sont des entiers positifs désignant l'ordre des dérivées 
respectivement par rapport aux variables y et x, avec 1 < I < 
<m—1,1<Sk<Ln—1 

3. Dans la programmation des calculateurs analogiques, pour 
résoudre des équations différentielles aux dérivées partielles il faut 
souvent chercher les _—. de dérivation sous la forme 


(= — p(x) 24 @) 2e, 


où l et k sont des entiers ue 
Montrer qu'aux nœuds 


Los Ti—=LToŸh, Ta—=Zo+2h, ..., Tru —=2ot+(n—1)h 
on a 


v(x)& M'{p(x)] M'u (x), 


= 
ou 
v(z)—[v(xo), (ri), -.., V(rn-)], 
u(z)=[u(xo), u (x), -.., u(zn-s)], 
P(Tzo) DO ... 0 
O  œp(zi) ... 0 


0 O  ... p(rh-1) 


[(x)] = 


4. Dans les exercices suivants, établir les schémas fonctionnels 
qui délivrent approximativement les solutions des équations diffé- 
rentielles aux dérivées partielles sous forme de solution d’un système 
d'équations différentielles ordinaires. 

1) Une corde de longueur unité, fixée à ses extrémités, vibre sous 
l'action d’une force extérieure dans un milieu plan, dont la résistance 
est proportionnelle à la vitesse des vibrations de la corde. Les vibra- 


10° 
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tions obéissent à l'équation différentielle 
2u(z,t 2ld?u (x, u(z,t 
220 og ED pe + px, 8), 
avec les conditions initiales uw (x, 0) - = exp (—zx); u; (x, 0) — 
= 1—z;, 0O<z<i et les conditions aux limites uw (0, ft) — 
= u (1, ft) = 0, 0 << oc. La fonc- 

+ tion uw (zx, {) représente l'écart par 

rapport à la position d'équilibre de la 

ay section d'abscisse z à l'instant t; 

£ F (zx, t) = zsin ot est la force ex- 

térieure appliquée à la corde; «, f, 
w des constantes positives. 

2) La température des extrémités 
ep y d'une tige homogène fine de lon- 
Fig. 7.5 gueur unité varie comme u (O0, £) = 

— sin of, u (1, f)=cos {. La surface 
latérale de la tige est isolée thermi- 
quement. La température initiale de la tige est u (x, 0) = sin x x. 
Aux points intérieurs de la tige, la température est décrite par la 
fonction u (x, t) qui vérifie l’équation différentielle 

ü 2 
2 t) a CD ee e) eo V<z<Ii, 0<i<oo, 
où a et w sont des constantes positives. 

3) La tige de l'exercice 2) est placée dans un milieu entre lequel 
et la surface latérale de la tige il s'établit un échange thermique 
convectif. La température u, du milieu est une fonction donnée 

Un (x, t) = zexp (—t) de la coordonnée x et du temps #?, vérifiant 
l'équation différentielle 


Ge À) =D pru(z, t)—Um(z, t)} 0<z<1, 0<i<oo, 


où B est une constante positive. 
4) On considère une lame rectangulaire calorifuge (fig. 7.5) 
aux bords de laquelle la Ne est donnée par les fonctions 


AG 2,7 


Ps (x) = s US): ? 
P2 (y) =+ sin + y; 
Ps (x) = 0; 


._ 7 
Pa (y) = sin = y. 
La distribution stationnaire de la temperature x (r, y) aux points 
intérieurs de la lame obéit à l'équation de Laplace 
du(z.y) , du(z. y) 
ms mi 


CHAPITRE 8 


GÉNÉRATION ET ÉTUDE SUR MACHINE 
DE FONCTIONS DONNÉES 
D’UNE VARIABLE INDÉPENDANTE 


$ 1. Problèmes relatifs à la génération 
des fonctions 


On a à générer des fonctions données de la variable indépendante 
lorsqu'on résout : 

1. Des équations différentielles dont le second membre est la 
fonction donnée. 

2. Des équations différentielles non linéaires qui impliquent la 
génération d’une fonction dépendant de la solution. 

3. Des équations différentielles à coefficients variables où la 
fonction donnée est un coefficient variable. 

4. Et enfin lorsqu'on étudie une fonction sur la machine pour 
en définir par exemple les zéros, les extrémums, les points singuliers, 
etc. 

Les méthodes de génération d'une fonction sur machine sont 
définies par la donnée et les propriétés de cette fonction. La fonction 
la plus simple à réaliser est la constante. Il lui correspond une 
tension constante. La génération des autres types de fonctions est 
ramenée à la résolution sur machine d'une équation différentielle 
spécialement choisie. 

Cependant cette méthode n'est intrinsèquement valable que pour 
certaines fonctions multidifférentiables données analytiquement. Si 
la fonction est obtenue empiriquement, est discontinue ou différen- 
tiable par morceaux, il faut recourir à d’autres méthodes. 

La fonction générée peut être étudiée à l’aide de la machine. 
Les opérateurs de la machine qui réalisent des opérations logiques 
permettent d'interrompre automatiquement la génération de la 
fonction lorsque sont réalisées des conditions logiques formulées 
a priori. Ainsi on peut stopper la machine à l'instant où la fonction 
s'annule, atteint Son extrémum ou passe par un point singulier. 


$ 2. Génération de fonctions multidifférentiables 
données analytiquement 


1. La fonction est donnée par une expression analytique simple. 
Supposons que la fonction est donnée sous la forme analytique f (t) 
et qu'elle est multidifférentiable par rapport à la variable £{. On dérive 
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la fonction f ({) successivement et on cherche à établir avec les déri- 
vées d'ordre supérieur une équation différentielle qui admette la fonc- 
tion f (£) pour solution. Cette équation s'appelle équation différen- 
tielle déterminante de la fonction f (f). Une fonction f (t) peut avoir 
plusieurs équations déterminantes. On cherchera donc la plus « sim- 
ple », i.e. celle qui met le moins d'opérateurs en jeu. Voyons quelques 
exemples. 


EXEMPLE 1. Générer la fonction y (t) = a exp (—«t). 
Cherchons l'équation déterminante. Dérivons à cet effet la fonc- 
tion initiale; on a 
y" ({) = —a a exp (—at). 


En comparant la fonction initiale avec sa dérivée on remarque que 
y" (t) = —ay (t). C'est l'équation différentielle déterminante de la 
fonction initiale. Cherchons maintenant la condition initiale. Elle 
vaut y (0) = a. 

Construisons maintenant le schéma fonctionnel qui génère la 
solution de l’équation déterminante. Le schéma fonctionnel est 


Fig. 8.1 


représenté sur la figure 8.1, a. C'est un schéma très simple qui ne 
met en jeu qu’un seul intégrateur. On constate donc que la fonction 
a exp (—at) est facile à réaliser sur machine. 


ExemPze 2. Générer la fonction y (t) = b/(1 + t). 
Cherchons l'équation déterminante. Dérivons la fonction ini- 
tiale: on a 


y’ (t) = —b/(1 + 6}, 


En comparant la fonction initiale à sa dérivée on constate que 
, 3 (4 
y'(t)= Fo » y(0)=b. 


Le schéma fonctionnel correspondant à cette équation est repré- 
senté sur la figure 8.1, b. Remarquons au passage qu’en plus de la 
fonction b/(1 + t) on obtient à la sortie du multiplieur la fonction 
b/(1 + t1}°. 
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ExEMPLE 3. Résoudre l'équation différentielle 
2 z+aexp(—at)=0. 
C'est une équation différentielle non homogène du premier ordre 
à coefficients variables. Son schéma qui est représenté sur la figure 
8.1, c ne présente aucune difficulté, puisque l’on sait construire 
ceux des fonctions b/(1 + £) et a exp (—at). 

Dans les exemples traités, on n’a pratiquement éprouvé aucune 
peine à trouver les équations déterminantes. Mais, en réalité, la 
dépendance fonctionnelle F (t) qu'il faut réaliser est souvent d'une 
forme qui complique la recherche de l’équation déterminante. Lors- 
que l’on compare l’expression analytique de la fonction initiale 
avec ses dérivées, il n’est pas toujours simple de dégager une rela- 
tion qui permette de former l'équation différentielle déterminante. 
Dans ces cas il y a intérêt à mettre la fonction initiale sous la forme 


FH =fh(0 +f:@) +... + fn 0) 
ou 
F (£) = 1 (£) fa (£) oc. fn (£); 


ou sous une Combinaison de sommes et de produits de fonctions. 
L'usage de cette méthode ne se justifie que lorsque chaque fonction 
f; (t) possède une équation déterminante facilement réalisable sur 
machine. Si donc l’on a à réaliser la fonction 


F (=, 


on n'a guère intérêt à chercher l’équation déterminante pour la 
fonction F (t), il est plus simple de mettre F (t) sous la forme du 
produit 


F(t)=laexp(—at)].—, 


et de chercher l'équation déterminante de chaque facteur. 
Pour la génération de certaines fonctions 


y (4) = f (0) (8.1) 


il y a parfois lieu de procéder à une transformation qui facilite la 
recherche de l'équation déterminante de y (t). Cette transformation 
consiste à trouver une fonction F de y{(t) et de f (£), i.e. 


F {y ()] = F ff (t)]. (8.2) 


Si la fonction F est dûment choisie, souvent la dérivation suc- 
cessive de (8.2) conduit rapidement à l'équation déterminante. Pour 
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fonction auxiliaire F on peut prendre soit la fonction inverse de 
f (t), soit le logarithme de f (t), soit une autre fonction. 


EXEMPLE 4. Trouver l'équation différentielle déterminante de 
la fonction 


y(O= (+0. 
Pour fonction auxiliaire on peut prendre ici le logarithme 
Log y (t) = —0,27 Log (1 + t). 


La dérivation de cette égalité par rapport à { donne 


Toutes transformations faites, on obtient l'équation différentielle 
linéaire du premier ordre : y” (t) — —t-y" (t) — 0,27y (t), y (0) = 1. 
On remarquera que la génération du polynôme du cinquième degré 
y (t) = (1 + t)6 par la méthode indiquée exige également la réalisa- 
tion de l'équation différentielle du premier ordre y” (£) = —#y" (t) + 
+ 9y (t). La méthode traditionnelle conduit après une quintuple 
dérivation de la fonction (1 + £)° à l'équation différentielle d'ordre 
cinq yŸ ({) = 120. Voyons un autre exemple. 


ExEMPLE 5. Trouver l'équation différentielle déterminante 
de La fonction y(t) = t!/$. 

Pour fonction auxiliaire F on a intérêt à prendre ici l'inverse de la 
fonction t!/$, En d’autres termes, élevons au cube les deux membres 
de la fonction initiale; on a y° ({) = t. La dérivation de la dernière 
égalité par TADRC à { nous conduit à l'équation différentielle 
y' (t) y? (t) — 1/3 — 0, y (0) = 0. | 

On trouvera plus bas le tableau des équations différentielles 
déterminantes pour quelques fonctions élémentaires. 


2. La fonction est donnée analytiquement sous forme de fonction 
composée. On rencontre souvent des fonctions de fonctions ou fonc- 
tions composées. Par exemple, la fonction F (t) = f, [f1 (£)] est une 
composée de deux fonctions, F (t) = fs [fe [f1 (t)]] une composée 
de trois fonctions. Les fonctions composées peuvent être réalisées 
sur machine d'autant plus facilement que le sont les équations 
déterminantes de chaque fonction f;, fe, fs, etc. 

Jilustrons sur des exemples la technique de recherche des équa- 
tions différentielles déterminantes pour fonctions composées. 
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Tableau 8.7 
Tableau des équations différentielles déterminantes 
Fonction x (t) | Pquaton AI NEAtens Domaine de définition 
t” tz'—ar—0 t>0 
exp t z'—z=0 —00<t< co 
at z'—z Log a=0 — 00 Lt< 00 
Log !t z'—exp (—z)=0, tz'—1=0 | t1>0 
sin ft, cos t z"+z=0 — 0 <t< oo 
tgt z'=1Âtut, 2°— rs tHS+nr 
n=0, +1, <+2,.. 
arc tgt z'=cos? z, z"——1%z"—2tz" | — oo <t< oo 
cotg !t z'=—1—12t, x" = —2rz t= nn 
n=0, +1, +2, 
arc cotg ! z'=—sin? x, z'"—tz" Liz’ — 00 Lt< oo 
arc sin ft z' cos z—1—0 [t[<1 
arc Cos t z' sin z+1—0 1t1<1 
sht,cht?# z"—z2z—=0 — 0 <t< oo 
th t z'=1—128,2"— —22r —Oo<t< oo 
cth t z'—1—22, x" — zx t-0 
Arsh !t z' ch r—1—0 —O<t< oo 
Arch t zx’ sh z—1—0 1t1> 1 
Arth t z'=cht z 1t1<1 
Arcth t z'= —sh1z 1t1>1 


ExEMPLE 1. On demande de réaliser la fonction y(t) = 
= exp (—{°?). 

Cette fonction se rencontre fréquemment dans le calcul des 
probabilités. 

Mettons la fonction initiale sous forme d’une composée de deux 
fonctions: x (t)= 1°, y (t) — exp [—zx (f)]l, et cherchons leurs équa- 
tions différentielles déterminantes par dérivation successive. Les 
dérivées sont 


y'(t)=—expl—z(t)]z (t)= —y(t)z"(t); 2'(t)=2t; z"(t)=2. 
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Les équations différentielles déterminantes, ou plus exactement, le 
système d'équations différentielles avec conditions initiales s'écrit 


y'(t)=—y(t)}z"(t); y(0)=1; 
z'{t)=2; zx(0)=zx" (0) = 0. 
Le schéma fonctionnel réalisant ce système est représenté sur la 


figure 8.2, a. Si on l’examine attentivement on constate qu'il ne 
contient pas d'opérateurs délivrant z(t) = £. La variable zx (f) 


Fig. 8.2 


n'est pas indispensable à la génération de la fonction composée 
exp [—z (f)]. Cette particularité est une très importante propriété 
des fonctions composées. En générant une fonction composée F (f) — 
— f. [f. ()], très souvent il n'est nécessaire de générer que f; (ft) 
et non pas f, (f). En effet, cela découle directement de la règle de 
dérivation 


r#y— ls df 
F'= RE. 


La méthode des équations différentielles déterminantes convient 
bien à la résolution d'équations différentielles ordinaires non linéai- 
res si l’on considère la non-linéarité comme une composition de fonc- 
tions. Il est alors possible de passer de l’équation différentielle non 
linéaire initiale à une équation différentielle d'ordre plus élevé, 
dont la réalisation sur machine ne nécessite pas de générateurs de 
fonctions. 
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Exemple 2. Résoudre sur machine l'équation différentielle 
non linéaire 
+ 40 + w2sin 6 —0 (8.3) 
avec les conditions initiales 
6(0)—65; 6(0)= 60. 
Cette équation décrit les oscillations du pendule mathématique 
dans un milieu opposant une résistance proportionnelle à la vitesse 


angulaire 6 de l'écart du pendule. Il est impossible d'exprimer la 
solution par des fonctions élémentaires. En cherchant la solution 
sur machine on peut en principe se servir d'un générateur qui délivre 
la fonction sin 60{. Cependant, ici, il vaut mieux construire le schéma 
sans générateur de fonctions, en considérant la fonction sin Of com- 
me la composée des fonctions sin 6 et 6 (f). Introduisons les deux 
nouvelles variables 
æ(t)=sin@(t), y(t) —= —cos 8 (t), 


dont la dérivation nous donne les équations différentielles détermi- 
nantes cherchées 


 _ z= —y(t)0(t), y—=z(t)0(t). (8.4) 
Ces équations sont réalisées conjointement avec l'équation initiale 
de sorte que la machine doit générer la solution du système 


Ô— — k0—w27 (t), 


y=z(t) 0 (+), 
qui vérifie les conditions initiales 
ô (0) DE ds, 6 (0) su 6,; 
TZ (0) = Sin Oo; 
y (0) = —çCcos Oo. 
Le schéma fonctionnel correspondant à ces équations est représenté 
sur la figure 8.2, b. 


D'une façon générale, quand on résout sur machine des équations 
différentielles non linéaires, on n’a pas intérêt à utiliser d'entrée 
les générateurs de fonctions réalisant les non-linéarités de la forme 
F, y, (t)}, F, ly' (t)], F3 ly” (#)], etc. L'usage des générateurs de 
fonctions n’est pas toujours souhaitable, car ils nécessitent un travail 
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supplémentaire de mise au point. Si, pour la fonction F, l’on dispose 
d’une équation différentielle simple à solutions stables, il est préfé- 
rable de se servir de la méthode des équations déterminantes pour 
réaliser les non-linéarités et partant, éviter d'utiliser des générateurs 
de fonctions. Il est vrai qu’il faudra faire appel à des multiplieurs et 
l'ordre de l'équation sera plus élevé, mais dans la plupart des cas 
il faut bien moins de travail et de temps pour préparer la machine 
à générer la solution que pour mettre au point les générateurs de 
fonctions correspondants. 

Même si le passage d’une non-linéarité du type F, [y (t)], F, y’ (t))}, 
Fa ly” (t)], etc., à une non-linéarité du type produit fait apparaître 
des solutions instables, la situation n'est pas désespérée, car il existe 
des méthodes qui permettent de minimiser l'effet de l'instabilité. 
Jllustrons une de ces méthodes sur les équations (8.3) et (8.4). Celle-ci 
se base sur la méthode de pénalisation ($ 4, chapitre 10) et consiste 
à chercher des relations mathématiques évidentes entre les variables 
du problème. En général, l'instabilité viole ces relations et l’erreur 
qui en résulte peut être utilisée pour « corriger » la solution. 

Dans notre exemple les variables z et y vérifient l'identité évidente 


D(z, y)=12x +y — 1 = 0. (8.5) 


Le système d'équations (8.4) devient 


50% (8.6) 


où À © 1 et les termes supplémentaires + 0 et Li 0® déplacent 
le point représentatif du système (8.4) dans le sens du minimum de la 
fonctionnelle — ®*? (x, y), lequel minimum est égal à zéro et est 
atteint sur le cercle (8.5). Compte tenu de (8.5), le système (8.6) 
s'écrit 
Z= —yô— Az (22+y2—1), 
y=20—Ay(z2+y2— 1). (8.7) 


Tant que le point représentatif du système (8.7) se trouve sur la 
courbe (8.5), le système d'équations (8.7) ne diffère pas du système 
(8.4). La réalisation des termes supplémentaires (8.7) sur machine 
nécessite encore quatre multiplieurs. Le schéma fonctionnel corres- 
pondant est représenté sur la figure 8.2, c. 
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$ 3. Génération de fonctions données tabulairement, 
graphiquement ou par une expression 
analytique compliquée 


Lorsqu'on se livre à des expériences, la dépendance fonctionnelle 
cherchée est souvent obtenue sous forme d’une table faisant corres- 
pondre les valeurs discrètes de l'argument aux valeurs de la fonction 


z Zo z4 Za Zzj Zn 


. (8.8) 


Ye y} Un 


Une autre forme très répandue de représentation des données expéri- 
mentales est la forme graphique. Les graphes sont tracés à l’aide 
d'instruments spéciaux appelés enregistreurs. L’enregistreur à ruban 
ou autre représente la courbe de variations de tel ou tel paramètre. 
On se sert de l’une des méthodes suivantes pour réaliser sur machine 
les fonctions données sous cette forme. 

La première consiste à approcher préalablement la dépendance 
fonctionnelle initiale, donnée tabulairement ou graphiquement, par 
une expression analytique facilement réalisable sur la machine. 

La deuxième consiste à utiliser des générateurs de fonctions 
non linéaires. Dans ce cas la dépendance initiale est approchée 
par une fonction linéaire par morceaux, qui est ensuite réalisée 
à l'aide de générateurs de fonctions. 

Arrêtons-nous sur la première méthode. Nous allons nous limiter 
à l'examen de la méthode la plus répandue, la méthode des moindres 
carrés et nous en signalerons les particularités quant à la génération 
de fonctions sur machine. 

Supposons que la dépendance fonctionnelle initiale est donnée 
par la table (8.8). On cherchera l’expression analytique approchée 

m 


sous la forme du polynôme suivant: >, c;q1 (zx) où q; (x) est un 
i=0 


système de fonctions choisi a priori; c; des coefficients inconnus 
qu'il faut déterminer par l'intermédiaire des valeurs tabulaires 
Zj, YJ. 

En général le nombre m + 1 des coefficients inconnus est de 
beaucoup inférieur au nombre nr + 1 de points en lesquels est donnée 
la fonction initiale, i.e. m < n. Pour déterminer les c; on compose 
préalablement la fonction 


n TA 
S (Cor Car 09 Cm) = D [y — D ip: (xs)l". 
0  i0 
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Cette fonction est la somme des carrés des écarts de la fonction 
initiale par rapport au polynôme approximisant aux points donnés 


zy. En effet, y, — p Ciqu (x;) représente l’écart de la dépendance 


fonctionnelle au point z; par rapport à la valeur initiale y;. Il est 
clair que la valeur de la fonction S (co, C1, - - «, Cm) dépend seule- 
ment de l'adéquation du choix des valeurs c;. On cherchera les 
coefficients c; à partir de la condition de minimum de la fonction 
S (Cos Cyr + + -» Cm). Les conditions nécessaires d’extrémum de cette 
fonction nous fournissent un système d'équations pour la détermina- 
tion des inconnues : 


1 as 
2 64 — 2u-5 D CP (x) | Qi(zy) =0 pour i=—0, 1, 2, m. 


… 


nn lorsque la fonction à réaliser est donnée analytiquement, 
et que cette expression analytique est difficile à réaliser par les 
techniques analogiques, on remplace la dépendance analytique 
initiale par une autre expression analytique approchée. 

Soit donnée sur l'intervalle {[x,, z.] une fonction f (x) qu’il faut 
approcher par un système de fonctions @; (x). Prenons la fonction 
de la forme 


S (cor Gr Ces = | Lite) 3 ci (æ) fer. 
i=0 
On cherchera une collection de c;, à = 0, 1, 2, ..., m, qui assure 
le minimum de S (co, C1, - + -» Cm). Comme précédemment, les 
conditions nécessaires d'extrémum donnent un système d'équations 
pour la détermination des inconnues c; : 


_ = j Cf (z)— s CiPi (2)] Pi(z)dz = 0 
i=0 
La réalisation de la dépendance analytique approchée sur machine 
n’a de raison d'être que si elle est simple, i.e. met en jeu peu d'opéra- 
teurs. Ce qui impose certaines contraintes à la classe de fonctions 
; (zx) sur lesquelles est développée la dépendance fonctionnelle 
initiale. Les éléments de cette classe doivent être facilement réalisa- 
bles sur machine, par exemple des polynômes al gébriques ou exponen- 


tiels. Les polynômes de degré L sont de la forme > he les polynô- 


mes exponentiels de la forme 


L 
>, An exp ox. 
K=0 
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Si l’on se sert de l'approximation exponentielle, deux cas inté- 
ressants sont à distinguer. Premier cas : les exposants &; sont connus 
à l'avance. La détermination des coefficients inconnus À, se ramène 
alors à la résolution de systèmes d'équations algébriques linéaires. 
Deuxième cas: 4, et &, sont inconnus. Pour déterminer ces coeffi- 
cients inconnus il faut résoudre des systèmes d’équations non linéai- 
res plus compliqués. 

Les polynômes trigonométriques sont les moins commodes à réali- 
ser si bien sûr la machine ne comporte pas suffisamment de généra- 
teurs de fonctions trigonométriques. 


$ 4. Génération de fonctions discontinues 
et polygonales 


L'étude sur machine de nombreux processus mécaniques ct élec- 
triques implique la génération de fonctions continues par morceaux 
et différentiables par morceaux. En mécanique, et surtout en résis- 
tance des matériaux, les fonctions discontinues apparaissent par 
suite de l’action de forces ponctuelles ou de couples de forces sur 
un système mécanique quelconque, par exemple sur une poutre. 


nd. 


t T Ê 
a b C 
In T t t 
d e 
Fig. 8.3 


En électricité, et notamment en technique impulsionnelle, les fonc- 
tions discontinues ont la forme d’une suite d’impulsions électriques 
arbitraires. Certains types de fonctions discontinues sont représen- 
tées sur la figure 8.3. La figure 8.3, a représente une fonction conti- 
nue par morceaux présentant deux points de discontinuité de pre- 
mière espèce ; la figure 8.3, b montre une fonction sous forme d’une 
suite d'impulsions rectangulaires ; la figure 8.3, c des impulsions de 
forme arbitraire; la figure 8.3, d une suite d'impulsions modulées 
en amplitude par la fonction À exp (—at); la figure 8.3, e la fonc- 
tion différentiable par morceaux y = |sin wt |. 

Le nombre d'exemples de fonctions discontinues peut être pro- 
longé à l'infini. Cependant à la lumière de ces exemples on constate 
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que la non-dérivabilité de ces fonctions interdit d'utiliser la méthode 
des équations différentielles déterminantes. 

1. Fonctions discontinues. Les fonctions qui présentent des dis- 
continuités de première espèce sont réalisées sur la machine avec 
une méthode dont le principe diffère de celui de la méthode des 
équations différentielles déterminantes. Les sauts sont réalisés par 
des”schémas à relais dont le fonctionnement a été examiné en détail 
au $ 10 du chapitre 2. Rappelons brièvement deux types de schémas 
à relais. 

Les schémas du premier type sont dits à contacts. Un modèle 
est représenté sur la figure 8.4, a. Le relais Rel fonctionne dès que la 
tension d'entrée u.nt ({) devient négative. Les contacts normalement 


Uont PA (74 (t) Up 


Fig. 8.4 


ouverts se ferment, les contacts normalement fermés s’ouvrent. 
Si l’on applique la tension uw, sur un contact normalement fermé 
et la tension uw, sur un contact normalement ouvert, à la sortie du 
contact neutre on aura une tension u,,- égale à u, ou u, selon le 
signe de la tension d'entrée (fig. 8.4, b). Dans un schéma à relais 
à contacts les tensions uv, et u, peuvent être des tensions continues 
positives ou négatives, ensemble ou séparément, ou des fonctions 
du temps u, (t), us (£), i.e. 


=| Uc (£) Si Uent (t)> 0, 
Or | u,(t) si uene(t)<0. 


Les schémas du second type sont sans contacts. Le montage le 
plus répandu est représenté sur la figure 8.5, a. Lorsque la tension 
d'entrée cesse d'être positive pour devenir négative, la tension de 
sortie subit un saut de —uy, à <+u,, i.e. 


u =| — Ur si Uent (t) > 0, 
FT | +u, si ut(t)<0. 


La valeur absolue de u, et u, peut varier de 0 à 100 volts (fig. 8.5, b). 

Dans les deux variantes de schémas à relais, l'instant du saut 
de la fonction de sortie est déterminé par le zéro de la fonction 
d'entrée. Donc, en réalisant des fonctions discontinues données. 
il importe avant toute chose de choisir une fonction d'entrée auxiliaire 
dont les zéros correspondent aux abscisses des sauts de la fonction, 
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Le caractère des variations de la fonction auxiliaire par rapport 
au temps importe peu, ce qui est important c'est que l'emplacement 
des zéros corresponde aux abscisses des sauts. I] est bien entendu que 
la variable machine qui représente la fonction auxiliaire ne doit 
pas quitter la plage +100 V. 

La synthèse de la fonction auxiliaire d'après ses zéros donnés 
sur un intervalle n’est pas unique. On peut former un grand nombre 


+ JU0V 


Uent Ua 


Fig. 8.5 


de fonctions arbitraires dont les zéros sont confondus sur l'intervalle 
en question. La fonction auxiliaire doit être facilement réalisable 
sur machine. Nous avons vu que les fonctions facilement réalisables 
étaient à chercher parmi les fonctions multidifférentiables qui admet- 
tent des équations différentielles déterminantes assez simples. 
Deux cas de répartition des zéros présentent un intérêt pratique. 
Le premier correspond à une répartition arbitraire. Le second à une 
répartition de pas constant. Lorsque les zéros sont arbitrairement 
répartis sur l'intervalle donné [0, {*], on peut prendre pour fonction 
n 


auxiliaire le polynôme algébrique y (t) = D ci? de degré n ou le 


2= 


n 
polynôme exponentiel ÿ,c;exp «jt. Le polynôme algébrique dépend 
j=0 
de nr + 1 paramètres, l’exponentiel de 2n + 1 paramètres. Les 
équations différentielles déterminantes des deux polynômes sont 
linéaires, d'ordre 7, et de coefficients dépendant des paramètres 
des polynômes. Le polynôme algébrique est à préférer pour la réalisa- 
tion, car son expression analytique en fait apparaître immédiate- 
ment les zéros, et il n'est donc pas nécessaire de déterminer les para- 
mètres d’après les zéros. Si les zéros sont les abscisses f,, {,, .. 


7 ln: 
le polynôme sera de la forme 


y@)= [ G—t). 


Considérons quelques exemples dans lesquels on supposera que la 
fonction à réaliser est définie sur l'intervalle [0, 1]. On se servira 
essentiellement de schémas sans contacts. 


11—0654 
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EXEMPLE 1. Réaliser la fonction xt) représentée sur la 
figure 8.6, a. 

La fonction initiale présente un saut. Donc la fonction auxiliaire 
possède un zéro. Prenons cette fonction sous la forme d’un binôme 


{) 


/ 
a 


- J00V (00a mrtt)  +90v - Me TU) 


-/00V -100V 


Fig. 8.6 


du premier degré y (t) = t — y. L’équation différentielle détermi- 
nante s'écrit 


y" (t) = 1, y (0) — —. 


Le schéma de commutation qui délivre x (t) à l'échelle m, — 100 
est représenté sur la figure 8.6, b. La fonction auxiliaire y (t) est 
représentée à la même échelle. L'intégrateur placé à l’entrée du 
schéma à relais délivre la fonction auxiliaire y ({) conformément 
à son équation différentielle déterminante. À la sortie du schéma 
à relais on obtient la fonction donnée zx (t). La particularité de ce 
schéma de commutation consiste dans le fait qu’en modifiant le 
paramètre y on peut décaler le saut de la fonction x (t) en un point 
quelconque de l'intervalle [0, 1]. 

Si la fonction à réaliser est —zx (t), il suffit de changer le signe 
de la fonction auxiliaire. Le schéma fonctionnel correspondant est 
représenté sur la figure 8.6, c. 


EXEMPLE 2. Réaliser la fonction xt) représentée sur la 
figure 8.7, a. 

La fonction initiale présente un saut. Prenons la fonction auxiliai- 
re de la même forme que dans l’exemple 1: 


y(t) = —(t — Y). 
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Un schéma à relais sans contacts ne peut pas réaliser des constantes 
a et b de même signe. Si l’on dispose d’un schéma à relais, on réalisera 
la fonction x ({) — b et ensuite on ajoutera la variable de sortie à la 


1 ; 
a TZ (É) 


Fig. 8.7 


constante b. Le schéma de commutation est représenté sur la figu- 
re 8.7, b. Il diffère du schéma précédent par le sommateur destiné 
à effectuer l'addition indiquée. 


EXEMPLE 3. Réaliser la fonction zxi(t) représentée sur la 
figure 8.8, a. 

La fonction présente deux sauts de même grandeur. Prenons la 
fonction auxiliaire sous forme d’un trinôme du second degré y (t) — 
= (t — yÿ,) (t — V2) dont les zéros sont y, et y.. L'équation différen- 
tielle déterminante dela fonction auxiliaire s'obtient par une double 


-100Y (00e m1, T(t) 


— 100V 
Fig. 8.8 


dérivation : y” (t) = 2t — (ÿ1 + V2), y” (#) = 2, d’où il vient y” (t) — 
= 2, Y'(0) = — (M + v:), y (0) = Yi, Ve- 

La réalisation de l'équation déterminante nécessite deux 
intégrateurs. Le schéma de commutation est représenté sur la figu- 
re 8.8, b. La variable de sortie du schéma à relais représente la 
fonction donnée zx (t) à l'échelle m, — 100. En modifiant les condi- 
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tions initiales des intégrateurs on peut faire en sorte que les sauts se 

présentent dans des points arbitraires de l'intervalle [0, 1]. 
Dans les exemples 1, 2 et 3, les abscisses des sauts étaient arbi- 

traires. Si les abscisses obéissent à une loi quelconque, on peut mettre 


cette dernière à profit pour simplifier le schéma qui produit la 
fonction auxiliaire. | 


EXEMPLE 4. Réaliser la fonction xt) de la figure 8.9, a. 
La fonction x ({) est une suite périodique d'impulsions rectangu- 
laires de période 7, d'amplitude constante a et de durée constante t. 


Z{({) 
/ 


/ 
a 


Fig. 8.9 


On remarque que les zéros de la fonction auxiliaire sont également 
ceux de la fonction y(t) = —À + cos wi, où —1 << À << 1 et 
wo — 27/7. 

La quantité À dépend de la durée d'impulsions t. Pour déter- 


e e # e « T e T # # 
miner À considérons l'instant où t=—. Le point 7 étant un zéro 


de la fonction y (t), on doit avoir —AÀ + cos w+=0, d'où À — 


+ : _— 
= COS 6 + et la fonction auxiliaire sera 


y (t) = — cos & ++ cos ot. 
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On n’a aucune peine à établir l'équation différentielle déterminante 
de cette fonction. Des dérivations successives donnent 


y'(t)= —owsinot, y”(t)= —wcosot, 
d'où 


” T 
y” (t) = — y —@ COS @ +, 


y(0)=1 — cos + , ÿy’(0)=0. 
Le schéma fonctionnel est représenté sur la figure 8.9, c, où le 
schéma à relais est réglé sur les limites <+a, 0. 
La fonction auxiliaire y (t) est restituée par deux intégrateurs et 


un inverseur. Si Tt — T, A —=0 et la fonction zx (t) est délivrée 


sous forme d’une onde rectangulaire positive (fig. 8.9, b). 

Considérons une méthode de réalisation d'une suite d’impulsions 
dont l’amplitude dépend d’une fonction donnée z (t). On dit dans 
ce cas que l'amplitude des impulsions est modulée par la fonction 
z ({). La fonction z ({) est appelée enveloppe, la suite des impulsions 
rectangulaires, suile porteuse. 

Ï] n’est pas très difficile d'obtenir sur la machine une suite modu- 
lée d’impulsions une fois qu’on a appris à réaliser une suite quel- 


z(t) 
r(t) a à 
au =x(t) z(t) 4 ji 
C Fo 
Fig. 8.10 Fig. 8.11 


conque d'impulsions rectangulaires. La modulation de la porteuse 
par les valeurs de l'enveloppe se ramène à des produits. Le schéma 
fonctionnel de la modulation est représenté sur la figure 8.10. Le 
bloc 1 délivre l'enveloppe z (t), le bloc 2 la suite porteuse d'impulsions 
rectangulaires avec des paramètres donnés. Parmi ces derniers figu- 
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rent la durée d'impulsions t et leur période 7. À noter que l’ampli- 
tude n’est pas un paramètre. Elle est fixe et doit être représentée 
par une tension électrique de 100 V. Ceci est dû au fait que la mul- 
tiplication est réalisée par des multiplieurs de facteur d’échelle 
u — 0,01. 

La figure 8.11, a représente l'enveloppe z (t); la figure 8,11, b 
la suite d’impulsions donnée ; la figure 8.11, c le résultat du produit 
des graphes des figures 8.11,a et b. 


2. Fonctions polygonales. On appelle fonction polygonale sur 
l'intervalle [0, 1] une fonction univoque définie comme suit: 
Pi (t), OLE< y:, 
f()= A Pet), VISE < Ye, 
Pa (Et), Vi <1. 
Cette fonction est composée de trois morceaux. D'une fraçon géné- 
rale, aux points Y,, y. de subdivision de l'intervalle [0,1] on 


peut avoir des discontinuités de première espèce. Cependant nous 
n'examinerons ici que des fonctions polygonales continues. 


gl) y(t) 
5 


Fig. 8.12 


La figure 8.12, a et b, représente des fonctions polygonales y, (ft) 
et y: (1). Désignons par S,, S:, S, les équations des segments de la 
fonction polygonale. On remarque aisément que 


y1 (4) = max {S, (4), S, (1). Ss (L)}, 


ya (t) = min {S, (4), Sa (t), Sa (t)}. (8.9) 
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Les équations (8.9) sont faciles à réaliser sur machine à l’aide des 
schémas de maximisation et de minimisation. Pour ce qui est des 
fonctions S,(t), S: (t), Ss(t), elles possèdent des équations diffé- 
rentielles déterminantes simples. A partir de la figure 8.12, a et b, 
on déduit facilement les équations différentielles déterminantes 


Si(t)= 4%, S,(0)=ve; S:(t) = 22 


Yi Ye —Y1 ? 


S2(0) = ya — TE y; 


Ve —Y1 
S; (t)=$— » S3(0) = yes — CA Ye- 


Les schémas fonctionnels délivrant y, (t) et y. (t) sont représentés 
sur la figure 8.12, c et d. Ces schémas comportent trois intégrateurs 
chacun pour la réalisation de S, (t), S, (t)et S,(t) et des circuits 
portes, qui ne laissent passer que les valeurs maximales ou mini- 
males des variables correspondantes. La résistance R, < R, où 
R est la valeur ohmique de la résistance d'entrée de l’inverseur. 
Dans le schéma de minimisation, | E | > S;,(t) pour j = 1, 2, 3. 
Ce schéma réalise la fonction—y, (t)}——min {S,(t),S, (t), S: (t), E}. 
Compte tenu de la remarque faite sur le choix de la quantité £, 
il est évident que 


min{S;(t), Sat), Sat), E} = min {S, (t), Sa (t), Ss(t)}. 


Dans le schéma de maximisation on a également |E | >S;(t) 
pour j — 1, 2, 3. Le schéma réalise la fonction 


—ÿy1 () = —max {S: (t), Sa (t), Sa(t), —E} — 
— —max {S, (1), S.(t), S:(t)}. 


On aurait pu se passer de la quantité auxiliaire Æ, mais dans ce cas 
il aurait fallu appliquer l’une des variables S; (t) à l’entrée de l’inver- 
seur non pas à travers la diode, mais à travers la résistance AÀ:, 
et cette variable n'aurait pas eu la même échelle que les autres 
S (t). Ce procédé n'est pas très commode, car il nécessite un travail 
supplémentaire pour l'adaptation des échelles. On lui préférera donc 
le schéma qui fait intervenir la quantité auxiliaire E. 


$ 5. Exemple de composition d’un programme 
complet pour la génération 
d’une fonction donnée 


Pour générer des fonctions données d'une variable indépendante, 
nous avons composé les programmes au niveau des schémas fonction- 
nels. A titre d'exemple effectuons une programmation complète 
du calculateur MH-7M jusqu'au niveau du schéma de commutation. 
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Soit à réaliser la fonction y (t) — sin t°? sur l'intervalle [0, 4]. 

L'élaboration du programme se fait en plusieurs étapes. 

1. Analyse du problème. Le but de cette étape est de trouver 
l'équation différentielle déterminante ou un système d'équations 
pour la fonction y (t) = sin t*. 

Désignons la fonction initiale par y, (t) = sin t* et introduisons 
deux fonctions auxiliaires y, (t) — cos t* et x (t) — 1“. Des dériva- 
tions successives donnent 
y,(t)=cosxz(t)z"(t), y:(t)=—sinxz(t)z'(t), zx'(t)—2t, zx”(t)—2, 
et le système d'équations déterminantes cherché s'écrit : 

yi(t)=ye(t)z"(t), y,(0) —0; 
ye(t)= —yi(t)z"(t), ye(0)=1; 
z"(1):=2, zx'(0)=z(0) —0. 

2. Etablissement du schéma fonctionnel. Le schéma fonctionnel 
est construit pour des variables mathématiques. Dans notre cas, 
le système d'équations différentielles est résolu par rapport aux 


Fig. 8.13 


dérivées supérieures ; on peut donc se servir de la méthode générale, 
laquelle nous donne le schéma de la figure 8.13, a. Ce schéma ne 
délivre pas la variable x (t)}, qui est d'ailleurs inutile pour former 
Ja fonction initiale y (t) — sin t*. Le schéma prévoit l'arrêt de la 
machine par programme à partir de l'instant { — 4; on se sert à cet 
effet de la variable — zx’ (t) qui, pour t = 4, vaut —8. 

3. Choix des échelles des variables mathématiques dépendantes. 
L'objet de cette étape est de déterminer les échelles de représentation 
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des variables mathématiques par des variables machine, i.e. par des 
tensions électriques. Les échelles sont données dans le tableau: 


Tableau 8.2 
Maximum de la variable 
: : Symbole de 
VAE cxact | arrondi | nelle l'échelle 
ya (t) 1 1 100/1 = 100 My 
LE (t) 1 1 100/1 = 100 My 
z' (t) 8 10 100/10 = 10 M 1 


Pour la commodité des calculs la valeur maximale de la variable 
x’ (t) a été arrondie à 10. 

4. Mise au point du schéma de commutation, adaptation des 
échelles. Le schéma de commutation est construit pour une machine 
donnée. Dans le cas de la machine MH-7M, le schéma est représenté 
sur la figure 8.13, b. Le schéma de commutation porte les numéros 
des opérateurs qui seront utilisés et les numéros de leurs entrées. 
Les coefficients de transfert des intégrateurs 5 et 6 sont inconnus. 
Le coefficient de transfert B doit faire concorder les échelles des 
variables y, (ft) et y. (t) avec celles des variables de sortie des multi- 
plieurs. Le but de cette concordance est de compenser l’échelle 0,01 
des multiplieurs. 

Définissons $ pour l’intégrateur 5. À l'entrée est appliquée la 
variable mathématique 


y: (t) = ya (t) x’ (1). (8.10) 


Compte tenu des échelles, à l’équation (8.10) est associée l'équation 
pour les tensions électriques 


maya (E) = BTE Va (t) z' (+) 


ou 
Maxim re 


pi (8) = 8 Zoom Va (6) 2” (0). (8.11) 


En comparant les coefficients des ne (8.10) et (8.11) on obtient 
pour la détermination de $ l'équation suivante: 


Mx1Mye 
. B om. 100m,,1 = 1, 
d'où 
100my 


p= a Mx1Mye 


Ceci achève la mise au point du programme de réalisation sur 
MH-7M de la fonction sin t{*. 


——— = 10. 
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$ 6. Etude de fonctions données 
sur machine 


Lorsqu'on étudie des fonctions données de la variable indépen- 
dante on a toujours intérêt à trouver la courbe représentative de la 
fonction, ceux de ses points qui jouissent de propriétés particulières 
et ses asymptotes. L'étude des courbes à l’aide de la machine, étude 
qui présente un intérêt en soi, s'impose lors de l’analyse des solu- 
tions des équations différentielles. L'utilisation de la machine 
permet de simplifier l’étude de la courbe. Mais auparavant il faudra 
la réaliser sur la machine de telle sorte que le programme soit inter- 
rompu aux points où elle possède les propriétés qui nous intéressent. 
On peut observer l’image de la courbe sur l’écran de l'indicateur 
électronique. 

On est souvent confronté à des problèmes dans lesquels il faut 
étudier conjointement plusieurs courbes. Dans ces cas on détermine 
en premier lieu les points d'intersection de ces courbes. 

La réalisation des courbes sur machine est basée sur la méthode 
des équations différentielles déterminantes. Il n’est pas facile de 
trouver pour toute fonction une équation différentielle assez simple 
et aisément réalisable sur machine. Ceci impose certaines contraintes 
à la classe des fonctions étudiées. Par ailleurs, la plage de variation 
des variables machine étant bornée, il n'est pas toujours très facile 
de trouver les asymptotes verticales et obliques de la courbe. 

Le procédé de définition de la courbe initiale peut simplifier 
la réalisation et l'étude sur machine. Il existe trois procédés. 

1. La courbe est donnée explicitement. C'est le cas le plus simple. 
La courbe est donnée par l'équation y (t) = f (t). L'étude se réduit 
à la recherche des racines des équations f (t) — 0, f’ (t) — 0, f” (t) = 
— () à l’aide d’un circuit de commande préprogrammée. Les racines 
de la première équation sont les points d'intersection de la courbe 
avec l'axe des t. Les racines de la deuxième équation sont des points 
extrémums (maximums ou minimums locaux). Les racines de la 
troisième équation sont les abscisses des points d'’inflexion. Bien 
entendu, il est indispensable que l’ordre de l’équation différentielle 
déterminante ne soit pas inférieur à deux. Autrement les variables 
y” (t), y’ (t) ne pourront être explicitées et utilisées pour l'interrup- 
tion du circuit de commande préprogrammée. 

2. La courbe est donnée paramétriquement. L'équation paramé- 
trique de la courbe est y (t) = f, (t), x (t) = f: (t). Chacune de ces 
fonctions peut être réalisée par la méthode des équations différen- 
tielles déterminantes. Le paramètre f est assimilé au temps machine. 
La courbe est représentée sur l'écran de l'indicateur. 

Les points d’intersection de la courbe avec les axes de coordon- 
nées sont déterminés à l’aide de l’interruption du programme d'exé- 
cution à la réalisation de la condition f, (t) = 0, f, (t) = 0. 
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Les extrémums (les points en lesquels la tangente est horizon- 
tale et verticale) se trouvent à partir de la condition 


ÿ 


ou, ce qui est équivalent, 
fi(t)=0; f:() = 0. 


Les points indiquent que la dérivée est prise par rapport à t. 
Les points d'inflexion se déduisent à partir de 


EE D Le LEE) ou yz—yz—0. 
GP 


3. La courbe est donnée implicitement. Pour réaliser la courbe 
F (x, y) = 0, on passe de la forme implicite à la forme paramétrique 
zx (t)}, y(t). Exposons la méthode qui permet immédiatement de 
trouver les équations différentielles déterminantes pour zx (t), y (t) 
d’après l'équation F (x, y) = 0 sans chercher les expressions analy- 
tiques de z(t), y (t). 

1) La courbe est plane. Si un point de coordonnées 
x (t), y (t) est situé sur la courbe F (x, y) = 0, la dérivée de F (zx, y) 
par rapport à { est nulle, i.e. : + #0. Cette identité 
est valable quelle que soit l'équation paramétrique de la courbe 
F (x, y) = 0. Elle vaut également dans le cas où 

de _ OF dy 9F 
PRET ue Vos (8.12) 
où w = 0 est un nombre arbitraire. 

Les expressions (8.12) sont les équations différentielles détermi- 
nantes des fonctions zx (t), y (t). A ces équations il faut adjoindre les 
conditions x (0) = x,, y (0) = y, qui traduisent le fait que la courbe 
initiale F (x, y) = 0 est réalisée à partir du point (x, yo) qui est 
pris pour origine. L'origine (x+, yo) partage la courbe en deux bran- 
ches, dont l’une est réalisée pour w > 0 et l’autre pour w << 0. 
La vitesse de réalisation de la courbe est définie par la valeur absolue 
du nombre «w. 

A titre d'illustration cherchons le système d'équations différen- 
tielles déterminantes d'une conique 


Az° + 2Bzxy + Cy° + 2Dzx + 2Ey + G = ©C. (8.13) 
Calculons les dérivées en vertu de (8.12). Il vient = — © (Br + 
+ Cy +E), Ÿ — —0o (Az + By + D). La machine délivrera une 


ellipse, une parabole ou une hyperbole se'on que le discriminant 
AC — B* sera positif, nul ou négatif. 
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2) Courbe gauche. Supposons qu'on ait à réaliser une 
courbe gauche qui soit l'intersection de deux surfaces : 


F\ (x, y, z) = 0, F, (x, y, z) = 0. (8.14) 


Pour passer des équations (8.14) à la forme paramétrique, il nous 

faut chercher le système correspondant d'équations différentielles 

déterminantes pour les fonctions zx (t), y (t) et z (t). En dérivant 

les fonctions F, (x, y, z) et F, (x, y, z) par rapport au paramètre 

t et en les égalant à zéro, on obtient un système de deux équations 
dz dy dz , 

algébriques linéaires homogènes en — Re LL TE 


OF, de | OF, dy, 0F1 ds _p. 


oz dt dy dt | oz . 
0Fa dz 9F; dy 0F: 


“ôx dt oy ‘dt 02 F 


On sait que ces systèmes admettent une infinité de solutions non 
nulles telles que 


0F, 6F; 0F, 0F, 9F, F; 


(&):( ):(5)= 0y Oz Oz 0z | | 0x oy 
dt }J° dt dt} | G6F, oF,l'|0F, 6F,| |0F, F, |’ 
dy oz | dx 92 0x zx 


En particulier, la solution sera 


dz Es 0F; OF, 0F, 1: 
= 0 : 


dt dy oz 0z O0 

dy 0F, OF: OF, OF: 7. 

dt w| 0x 0Ôz ôz Oz 1 (8.15) 
a 0F, 9F: " 0F, 90F; ] 

dt ÔZz  Ôy dy Oz J’ 


où ow est un nombre arbitraire non nul. 

Les expressions (8.15) sont les équations différentielles détermi- 
nantes cherchées des fonctions zx (t), y (t), z (ft). À ces équations 
il faut ajouter les conditions initiales x (0) — zx,, y (0) = yo, z (0) = 
— Zo, qui traduisent le fait que la courbe initiale est réalisée à partir 
du point (zo, Yo: 2o)- 

À titre d'illustration cherchons le système d'équations différen- 
tielles déterminantes d'une courbe qui soit l'intersection d'une 
quadrique par un plan: 


Az + By+Cz+D=0; 
A 442? + Go2ÿ* + A 332° + 24 j27y + 24o3y2 + 
+ 24127 + 2aur + ay + 2452 + aux = 0. 
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En vertu de (8.15) on obtient le système suivant d'équations diffé- 
rentielles linéaires par rapport aux inconnues z (t), y (t), z (t): 


= © [(as3B — a23C) 2+(a:3B—a2C) y + 


+ (as1B—a;0) x + aub—axC], 
dy 


= —0 [(a354 — an) z+(a254 — a32C) y + 


+ (as 4 —a1,C) x +asA—aic]; 
_ = 0 [(a2s34 — ay D) z + (a2 À — a52B) y + 


+ (ay24 — a1,B) x + a À — a;,B]. 


3) Application aux machines-outils à co m- 
mande programmée. Pour qu'une machine-outil donne 
à une ébauche la configuration voulue, il faut introduire dans le 
système de commande automatique un programme de la forme 
x(t) = mt), y(t) = p:(f) (pour une pièce plane) ou zx(t) — 
= 1 (t), y (€) = œ (t), z (£) = ®, (t) (pour l’usinage en trois dimen- 
sions). Les fonctions , (t) et æ. (t) définissent la vitesse de déplace- 
ment de l'outil le long des axes de coordonnées. Les équations de 
contour de la pièce ®, (x, y) — 0 et de l'ébauche ®, (x, y) = 0 
permettent de calculer œ, (t) et @. (t). À partir de ©, (x, y) = 0 
et en fonction du type d'instrument utilisé on définit la trajectoire 
F (x, y) = 0 de l'outil. Par ailleurs, on se sert de (8.12) pour calculer 
les fonctions x ({) — «w (x, y) _. — Qu (t), y () = —w (zx, Es 
— + ({). La fonction w (r, y) définit la vitesse de l'instrument (la 
vitesse de coupe) qui dépend de la surépaisseur à enlever. En chaque 
point du contour ®, (x, y) = 0 de la pièce, la surépaisseur est définie 
comme la distance, le long de la normale à la courbe ®, (x, y) = 0, 
au contour de l’ébauche @, (x, y) = 0. 

&. Définition des points communs des courbes planes. Déterminer 
les points communs des courbes F, (x, y) = O0 et F, (x, y) = 0 
revient à résoudre le système d'équations 


F,(z, y) =0, 
du | (8.16) 
F2(x, y) =0. 
On suppose par ailleurs que le jacobien du système (8.16) 

0F, 0F, 

ox dy 

0Fa  0Fe #0, 

ox Oy 


donc le système (8.16) admet une solution x*, y*. 
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La recherche de z*, y* s'effectue à l’aide d’un circuit de com- 
mande préprogrammée fonctionnant en régime d'arrêt par pro- 
gramme. Pour cela il faut : 

a) réaliser la courbe F, (x, y) — O0 sur la machine en résolvant 
le système d'équations différentielles 


dz oF | 

MY x (0) = %o: à 
dy _ 0F _— : 
os y (0) — Yo: 


b) réaliser la fonction F, (t) = F, (x, y) sur la machine en se 
servant des fonctions zx ({) et y (t). 

La fonction F, (t) est appliquée ensuite à l'entrée du circuit de 
commande préprogrammée qui interrompt la résolution à l'instant 
t = 1* tel que F, ({*) = 0. On obtient les valeurs zx (t*) et y (t*) 
qui sont les solutions z* et y* du système (8.16) cherchées. 

5. Stabilisation d’un point sur la courbe. Par stabilisation on 
entendra les mesures spéciales, propres à assurer au point représen- 
tatif le retour sur la courbe donnée qu'il a quittée pour une raison 
ou une autre. La stabilisation est indispensable pour la raison simple 
que la résolution des équations différentielles (8.12) ne définit la 
courbe donnée qu'aux conditions initiales près. En effet, une des 
conditions initiales pour (8.12) est arbitrairement choisie ; supposons 
par exemple que zx (0) — x,, la deuxième condition initiale, yo, 
est alors solution de l'équation F (xs, yo) = 0. L'erreur qui affecte 
yo Conduit à la réalisation d'une autre courbe. L'autre raison, plus 
importante, de la stabilisation, est l'éventualité de solutions insta- 
bles du système (8.12) et l'influence des erreurs des opérateurs sur 
la solution. Tout ceci implique de mettre les équations du système 
(8.12) sous une forme qui tienne compte de l'écart de la trajectoire 
x (t), y (t) par rapport à la courbe F (x, y) = 0. Citons comme 
exemple de système ainsi modifié le système suivant 


dr __ 6F ôF dy ___  0F _:R0F 


où À © | | est un grand nombre positif ; quant aux termes supplé- 
mentaires 1F + et AF _. , ils tiennent compte de l'écart du point 
représentatif par rapport à la courbe F (x, y) = 0. On remarquera 
à l'examen de (8.18) que le point représentatif possède sur le plan 
yOx deux vitesses composantes, dont l'une est dirigée le long de la 
courbe F (x, y) = 0, et l’autre qui lui est normale, dans la direction 
du minimum de la fonctionnelle 1/2F°, qui est nul et atteint sur la 
courbe donnée. 
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Si l’on introduit la fonctionnelle | F |, il lui correspondra un 
système d'équations différentielles possédant, quant à la stabilisa- 
tion, des propriétés similaires à celles du système (8.18): 


; oF 0F …. 
Dr y 5 Sign F, He 0 À Sign F. (8.19) 


A noter que, dans les deux cas, plus À est grand, plus la trajectoire 
tend à se confondre avec la courbe donnée. 


$ 7. Exercices 


1. Construire les schémas fonctionnels et de commutation pour 
la réalisation et l’étude sur machine des fonctions de la variable 
indépendante t: 


1) y(t)=asinot. 

2) y(t)=bcos ot. 

3)y(t)}=texp(—at). 

4) y(t)=texp (at). 

5) y(t)—=exp(—at)sin ot. 

6) y(t)=sin"é. 

7) y(t)=ashot. 

8) y(t)—bchut. 

9) y(t)=exp(— at) sh wt. 

10) y(t)=exp(—at)chot. 

11) y(t)=1+it+ +18, 0<St<1. 

12) y(t)=(1 +4), OLSiI<1. 

13) y(t)=(1+ 18, 0Lt<1. 

14) y(t)=(1+t)exp(—t), OSI<1. 

15) y(t)=sinsint. 

16) y(t)—=exp(—sint). 

17) y(t)=exp(—texp (—t)). 

18) y (t) = Log (1 + 1). 

19) y (t) = sin Log (1 + t). 

20) y(t)=(1+t) PDO. 

21) La cardioïde 

z(t)—=cost(1+cost), 

y (t)=sint(1+cost). 
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22) L'astroïde 
x (t)= cost, 
y (t) =sinft. 
23) L'épicycloïde 
z(t)=mecost—cos mt, 
y(t)=msint—sin mt. 
Etudier pour m entier > 3. 
24) L'hypocycloide 
x(t)= m cost+ cos mt, 
y(t)=msint—sin mt. 
Etudier pour m entier > 2. 
25) L'épitrochoïde 
z(t)=m cos t— À cos mt, 
y(t)= m sint— sin mt. 


Etudier pour m entier > 3, 1 < À < 2. 
26) L'hypotrochoïde 


x (t) = 1m cos t + À cos mt, 
y(t)=msint—àÀAsin mt. 


Etudier pour m entier > 2, 1<À< 2. 
27) La rosace 


z(t)=sin(m+1)t+sin(m—1)t, 
y(t)=cos(m+1)t—cos(m—1)t. 
28) La spirale de Cornu 


t 
x (t)= | cos 2 dt, 
0 


f 
y (t) = | sint?dt, 0Lt<5. 
0 
29) La spirale d’Archimède 


æ(t)=tcost, 
y(t)=tsint, 0Sit<ä4x. 
30) La spirale logarithmique 
xz(t) = cos texp (—t). 
| y(t)=sin texp(—t). 
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31) La développante 
æ(t)=cost+tsint, 
y(t)=sint—-tcost, 0OLSI<Ar. 
32) x (t) = min {exp (—t), t* exp (—t)}. 
33) x (f) = max {sin œt, cos wt, 0}. 
34) x (t) = sin œf + | sin of |. 
35) x (t) = min {sin wf, cos wt}. 
36) x (£) = max {{ exp (—{i), sin œt}. 
37) z (t) = min {{ exp (—t), exp (—({*)}. 
38) x ({) — max {exp (—t), exp (—{*)}. 
2. Trouver le système d'équations différentielles déterminantes, 


établir les schémas fonctionnels, réaliser sur machine les courbes 
suivantes : 


1) le cercle 
(x — @)° + (y — b,)* = R*°; 
2) l’ellipse 
Ga REP Lie À 0 Ge = 


3) l'hyperbole 


Ge) _ Gb} _ 4. 


4) la parabole 
(x— a) = k(y —b:); 
9) le carré 
Iz| +lyl =1; 
6) le carré 
Iz—yl+iz+yl=2; 


7) l'hexagone 


4 
Lou Eu ut ur à 


3. Trouver les points de concours des courbes. En déduire les 
équations différentielles nécessaires, les résoudre analytiquement 


12—0654 
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et s’assurer que les points de concours ont été correctement définis : 
1) ait + asoy —bi=0, aux + a2y —b2= 0; 
2) x2+y®— R?=0, y — kz = 0; 
LR EE 2 di 
3) —r+ ir 1, z?— ky = 0. 
4. Montrer que si le jacobien du système (8.16) est nul, il est 


impossible de déterminer les points de concours des courbes (8.16), 
car Fa (t) = const. 


Z() 


Fig. 8.14 


5. Composer les schémas de commutation pour la réalisation 
sur machine des fonctions représentées sur la figure 8.14. 


CHAPITRE 9 


ÉLÉMENTS DE LOGIQUE CONTINUE 


$ 1. Algèbre booléenne du choix 


L’algèbre booléenne du choix est une généralisation de l'algèbre 
logique. Si l'algèbre logique est largement appliquée dans la synthèse 
des schémas logiques combinationnels et dans la programmation des 
calculatrices numériques, l'algèbre du choix, elle, est très utile 
dans la mise au point des opérateurs à diodes et dans la program- 
mation des calculateurs analogiques. 

L'algèbre logique étudie les opérations sur des variables discrètes 
qui ne peuvent prendre que deux valeurs. L’algèbre du choix étudie 
pour sa part les opérations sur des variables arbitraires (discrètes et 
continues) qui sont bornées inférieurement et supérieurement. L'’al- 
gèbre du choix est souvent appelée logique continue. S'agissant de 
l'algèbre du choix, il ne faut pas croire qu'elle conduit directement 
au « meilleur » schéma. L’algèbre du choix est utile en ce sens qu’elle 
permet par des transformations formelles équivalentes d’obtenir 
un grand nombre de schémas logiques parmi lesquels on choisira 
le plus commode à la réalisation. 

1. Opérations de choix et leurs propriétés. Soit un ensemble M 
de variables réelles, contenant son majorant p et son minorant gq. 
p+ 

2 
que l’ensemble Af est symétrique par rapport à ce point. Cela si- 
gnifie quesi € M, son symétrique z = p + q — x par rapport 
au centre appartiendra également à M. Il est clair que lorsque 


On appellera centre de l'ensemble M le point L , On suppose 


q = —p, le centre de l’ensemble est zéro, et deux éléments symé- 
triques diffèrent par leur signe seulement, i.e. x — —zx. Ceci aura 
lieu en particulier pour p = 1 et q— —1. 


On comprendra que le choix de l'élément x = p + q — x symé- 
trique à x est une opération unaire définie sur l’ensemble Àf. Cette 
opération est appelée inversion et notée inv x = x. 
12° 
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En plus de l'inversion, munissons l’ensemble A7 de deux autres 
opérations de choix: 


Ty POUT Ti > T2, 


max {zr1, = | 
To POUT 22 > Ti; 


min {z,, m}e . pour 222 Ti 
To pOur Ti > Le. 

On appellera algèbre booléenne du choix un ensemble A de varia- 
bles, muni des opérations inv, max, min. On appellera formules de 
l'algèbre du choix des expressions contenant un nombre fini de varia- 
bles x;, Ze, Zs, . . . Sur lesquelles sont effectuées des opérations de 
choix. L'algèbre du choix étudie les méthodes d'établissement 
d'équivalences de la forme À (zx,, x, za, . . .) = B (ti, To, Ta - . .), 
OÙ À (Ty, Tor Tgs + - « ) et B' (x, Ze, Ta . - .) Sont des formules de 
l’algèbre du choix. 

La définition des opérations entraîne les équivalences : 

involution 


z=2; (9.1) 

commutativité 
max (Z;,, Te) = Max (22, Zi), (9.2) 
min (ZT, Ze) = Min (Ze, XL); (9.3) 

associativité 

max {z,, max (2, zs)} — max {7,, ze, ts}, (9.4) 
min {2,, min (x, zs)} = min {r,, ze, ts}; (9.5) 

distributivité 


max{z;, min(r2, zs)} = min{max(zs, 22), max(zs, zz)}, (9.6) 
min {2, max (x, zs)} — max {min (x,;, x.), min (x,, zs)}; (9.7) 


propriété de de Morgan 


min(zi, Z2)= max (zx, 22), (9.8) 
max (2, 2%)= min (zx, 22); (9.9) 
idempotence 
| max (x, x) = 2x, (9.10) 
min (z, z)=#z; (9.11) 
neutralité des bornes 
max (x, g) = x, (9.12) 


min (x, p)=7z; (9.13) 
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extrémalité des bornes 
max (z, P) = p, (9.14) 
min (x, q) = gq. (9.15) 


Les relations d'équivalence (9.1) à (9.15) permettent d'effectuer 
sur les formules booléennes des transformations qui les ramènent 
à une forme plus commode. L'équivalence de ces formules peut être 
établie à l’aide des relations (9.1) à (9.15) ou par une vérification 
directe à l’aide des tables de choix. Prouvons à titre d'illustration 
l'équivalence (9.7): 


min {7,, max (ze, Zs)} = max {min (x,, ze), min (2, Z3)} 


en utilisant la table de choix. Posons y, = min {r;, max (x, x:)} 
et y, = max {min (2, Z.+, min (21; zs)}. 


Tableau 9.1 

< max (x2, xs) | vi min (x1, x2) | min (x1, x2) y2 
Li Le < Ts Ts T1! T1 T4 Z4 
T1 < Ts < Lo T2 T1 T1 Z1 T1 
Te T1 << Ts T3 Tj To T1 T1 
Ze < Ts < Ti Ts Ts Ta Z3 Ts 
Ts LT < To Ta T1 T1 Ts T1 
Ts < T2 KT T2 Ze T2 Ts Za 


Dans la première colonne on inscrit les permutations des varia- 
bles z,;, x., x; dans l’ordre de croissance. En comparant les colonnes 
des valeurs de y, et y. on s'assure que (9.7) est vérifiée. Les colonnes 
des valeurs max (7., x;), min (x,, r.), min (x,, x;) jouent un rôle 
secondaire : elles contiennent les résultats des opérations intermé- 
diaires. 

L'équivalence des formules peut souvent être établie à l’aide 
de relations de dualité. L'opération max est duale de l'opération min 
et inversement. Deux formules À et A* sont duales si elles se dédui- 
sent l’une de l’autre par substitution de chaque opération à sa 
duale. L'équivalence de (9.8) et (9.9) entraîne que si À (x,, z+, za, ..…) 
et AŸ (z1, Zoe, Zs, . - .) sont duales, les formules À (x,, ze, zg, ..…) 
et AŸ (x, Zo, Zss - . .) Sont équivalentes. De là il suit que si des 
formules À et B sont équivalentes, leurs duales A* et B* le seront 
également. 

Toutes les opérations de choix s'expriment au moyen de l’'ad- 
dition algébrique et de la fonction module. Pour l’opération inv 
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cela découle de sa définition. Pour les opérations max et min, on a les 
relations suivantes qu'il est aisé d'établir 


1 


min (Zi, 2) = [Titre —]2zi |], 


2 
: 1 
MAX (T4 ,To) — © 


[tit zo+ [ri]. 


Les opérations de choix sont distributives relativement a l'ad- 
dition et au produit ordinaires : 


z, + max (x., rs) = max {(x; + re), (x + xs}, (9.16) 


max (7, + ze) + max (xs, x) = 
=mMax {(t + Ts), (Te + Ta), (rn + di), (2e + m)} (9.17) 


Zi MAX (Ze, Ts) — Max {Tite, TT}. (9.18) 


L'équivalence des relations (9.16) à (9.18) reste en vigueur si l’on 
remplace l'opération max par sa duale min. 

La réalisation des opérations de choix sur machine a été étudiée 
au $ 10 du chapitre 2. 

2. Prédicats. On appelle prédicats des fonctions logiques définies 
dans A{. Un prédicat peut être fonction d’une ou de plusieurs varia- 
bles. La particularité des prédicats en tant que fonctions logiques 
réside dans le fait que leur domaine de valeurs n'est composé que 
de deux éléments : deux nombres réels p et q, respectivement bornes 
inférieure et supérieure de M. Ceci permet de considérer les prédicats 
comme des variables de Àf et par conséquent de leur appliquer les 
opérations de choix inv, max, min. Dans la suite on désignera les 
prédicats par la lettre P. 

Dans le cas le plus simple le prédicat P (x) ne possède qu’un 
seul argument zx. Il traduit alors une propriété de la variable x. 
Par exemple, « zest un nombre positif ». Ce prédicat peut s’écrire 


P(x)= FL pour x >0, 
gpourz<(. 


L'ensemble des valeurs de x se trouve partagé en deux sous- 
ensembles. Le premier, qui est tel que P (x) = p, contient toutes 
les valeurs positives de x, le second toutes les autres valeurs. 

Les prédicats les plus importants sont ceux à plusieurs variables. 
Ils peuvent définir une relation entre les variables, par exemple 
Zn (1) Ta (t); a (t) + Ze (t) + za (t) << 0, etc. 

Considérons à titre d'exemple le prédicat 


P (x, 22) = sign (x +zi— R°) 
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défini sur le rectangle q << x, < p, 4 L Ta KL P. On rappelle que 
1 pour z>0, 


PR — 1 pourz< (0. 


La figure 9.1 représente le domaine rectangulaire de définition du 
prédicat et le cercle x? + x? — R ° — 0 intérieur à ce domaine. 
On constate sans peine qu'en tous les points 
du disque, le prédicat prend la valeur 


P'(ris Ze) = —1. 
Dans tous les autres points 
Pre) = T1: 


Les prédicats servent à former les fonc- 
tions de pénalisation qui sont utilisées 
dans la programmation des calculateurs 
analogiques pour résoudre des problèmes 
de programmation mathématique ($ 4, cha- Fig. 9.1 
pitre 10) et des systèmes d'inégalités. 

Comme exemple de fonction de pénalisation pour le disque x? + 
+ 25 — R° < 0 signalons la fonction 


Vu n)=(2t+ai—R')sign(z+zi—R?), (9.19) 


où le prédicat 


0 si x°+ zx; — R?<0, 
1 si x + —R5>0. 


De (9.19) il s'ensuit que la fonction de pénalisation n'est pas négative. 
Elle est nulle pour tous les couples de points (x,, z.) du disque 
z5 + x5 — R° -= 0, en dehors de ce domaine elle prend des valeurs 
qui croissent avec l'éloignement du point (x,, x.) du domaine. Donc 
la « pénalisation » est proportionnelle à l'éloignement du point 
du domaine admissible. 

La réalisation des prédicats sur machine s'effectue à l’aide d'un 
circuit de commande préprogrammé ou d'un relais sans contact. 
Le prédicat est une fonction discontinue à discontinuités de première 
ue On a déjà vu la réalisation de ces fonctions au $ 4 du cha- 
pitre ©. 

3. Lien entre l’algèbre logique et l’algèbre du choix. L’algèbre 
logique est contenue dans l'algèbre du choix. Pour s’en assurer il 
suffit d'extraire de l’ensemble A7 un sous-ensemble de prédicats 
M" et de considérer les opérations de choix sur M”. Les opérations 
de choix définies sur A1 sont caractérisées par le fait que les varia- 
bles initiales (les prédicats) ne prennent que deux valeurs : p ou q, 
et partant les résultats des opérations et des formules ne prendront 


sign (x? + x; — R?) — { 
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que l’une des valeurs, p ou q. Dans l’alcèbre logique, à l'opération 
max correspond la conjonction, et à l’opération min, la disjonction. 
Toutes les équivalences (9.1) à (9.13) restent en vigueur dans l'algèbre 
logique. Les schémas de maximisation à diodes (qui laissent passer 
le plus grand des signaux d'entrée (voir fig. 2.29, b) réalisent la 
conjonction : on les appelle schémas Æ£T. Le schéma de minimisation 
(qui laisse passer le plus petit des signaux d'entrée) (fig. 2.29, d) 
réalise la disjonction: on l'appelle schéma OÙ. 


$ 2. Opérateurs d'affectation conditionnels 
et leur réalisation sur machine 


1. Opérateur conditionnel de forme générale. La notion d’opéra- 
teur d'affectation conditionnel a été introduite dans les langages 
algorithmiques pour la programmation des calculatrices numériques. 
Dans le langage ALGOL-60 l'opérateur d'affectation conditionnel est 
de la forme 


y:=if B then x else z, (9.20) 


où B est une expression booléenne qui prend la valeur { ou 0 selon 
qu'elle est vraie ou fausse : y une variable à laquelle on attribue les 
valeurs de la variable x ou de la variable z. L'opérateur condition- 
nel est désigné symboliquement par 


z si B=0, 
IT | si B—1. 
On rencontre les opérateurs d'affectation conditionnels dans la 
programmation des calculateurs analogiques lorsque le problème 
à résoudre conduit à un schéma de structure variable. Le rôle de la 
variable booléenne B incombe au prédicat P (t). Dans ce cas l'opé- 
rateur peut s'écrire sous une forme analogue à (9.21): 
y ()— z(t) si P(t)—3g. 
Il est aisé de représenter l'opérateur d'affectation (9.22) par 


des opérations de choix. 
En effet, 


y(t)=max{min{z(t), P(t)}, min{z(t), P(t)}} (9.23) 


(9.21) 


(9.22) 


ou encore 
y(t)= min {max{z(t), P(t)}, max{z(t), P(t)}}. (9.24) 
Dans les deux cas P(t) = inv P (t) = —P (+). 
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La figure 9.2 représente le schéma qui réalise (9.23). Le schéma a 
est fonctionnel. Il lui correspond trois schémas de principe électri- 
ques b, c, d. Le schéma b réalise l'expression 


u,=max{min(u,,u), +ÆE), min(u,,u_,, +E), —E}= 
— max{min(u,, up), Min (u,, u_b)}, 


puisque + £ — | —E | >|u, | —=|u_, |. Le montage comporte six 
diodes, il n’est donc pas économique. Le plus économique est celui 
de la figure 9.2, c. Il réalise l'expression 


u, = max {min (u.,, œu»), min (u,, œu_;), —E}, 


où «& est un coefficient positif constant inférieur à l'unité qui dépend 
des résistances utilisées. La réalisation de la dernière expression 


SE 
R 
Ur Fe 
Uz 4 
R C4 
üp U-p 
C d 
Fig. 9.2 


nécessite le choix d’une échelle qui conserve la condition | u, | < 
< | au, |. La figure 9.2, d représente un circuit dans lequel on 
a simplement modifié l’emplacement des résistances d'entrée et des 
diodes. Ce circuit réalise l’expression 


U, = max {min (aœu,, u»), min (aœu,, u_»), —E} 
qui demande aussi le choix d’une échelle convenable. 


De façon analogue on construirait un circuit réalisant l’opé- 
rateur d'affectation d’après la relation (9.24). 


486 ELÈMENTS DE LOGIQUE CONTINUE [CH. 9 


2. Circuits de commutation. On appelle circuits de commutation 
{ou encore commutateurs) des circuits qui réalisent un cas particulier 
de l’opérateur d'affectation conditionnel : 


z(t) si P(t)=p, 
y (= | O0 si P(t)—g. 


Le circuit de commutation se déduit des circuits de la figure 9.2 
par substitution de la constante 0 aux variables z ({) et u.. Il existe 
une très grande variété de circuits de commutation. Considérons 
quelques uns d'entre eux. Les expressions générales de l'opérateur 
d'affectation conditionnel (9.23) et (9.24) avec z (t) = 0 entraînent 


max {0, min{z(t), P(t}}} pour z(t)>0, 
= | min {0, max{z(t), P(t})}} pour z(t) <<0, (2.25) 
ou, moyennant des transformations équivalentes, 
min {z({), max {0, P(t)}} pour z(t)>0, 
y (4) = max{z(t), min{0, P(t)}} pour z(t) << 0. (7:29) 


Considérons d’abord l’expression (9.25). Le schéma fonctionnel 
qui lui correspond est représenté sur la figure 9.3, a. La branche 
supérieure réalise y (t) — max {0, min {z(t), P (t)}}, la branche 


p{t) 


z 
LA / üy 
Ur CE ; 
o RL. RA vers l'entree 
== EN de L'40 


Fig. 9.3 


inférieure y ({) — min {0, max {x (t), P (t)}}. Les sorties des deux 
branches sont reliées entre elles. Les circuits électri- 
ques de chaque branche du schéma 9.3, a sont représentés sur la 
figure 9.3, b. Les sorties des circuits électriques sont désignées par u,. 


$ 2] OPÉRATEURS D'AFFECTATION CONDITIONNELS 187 


Le rôle de la résistance de charge R,1 est assumé par la résistance 
d'entrée de l’amplificateur d'échelle à laquelle on branche un circuit 
de commutation. On rappelle que l’entrée de l’amplificateur d'échelle 
est à la masse, donc c'est à travers la résistance À, que la constante 
0 est appliquée dans le circuit de sélection. Les bornes identiques 
des deux chaînes électriques peuvent être reliées de manière à obtenir 
le circuit de commutation dit en série de la figure 9.3, c. Nous 
nous sommes permis de réunir les bornes identiques, car la variable 
z (t) ne peut être simultanément positive et négative. Donc seule 
une des branches est en service. Les diodes Z, 2, 3, 4 et les tensions 
hétéropolaires u, et u _, excluent toute influence électrique mutuelle 
des branches. Le commutateur en série de la figure 9.3, c peut être 
transformé en un commutateur en série du type pont, représenté 
sur la figure 9.3, d. Ce circuit se déduit du circuit de la figure 9.3, c 
par permutation des diodes 3 et 4 et des résistances /?. Cette permu- 
tation n’a aucun effet sur la logique du circuit en vertu de la com- 
mutativité des opérations min {z(t), P (t)} et max {x (t), P (t)}. 

Si l’on cherche maintenant à réaliser les expressions (9.26), 
on obtient un commutateur en parallèle. Son montage est composé 


P(t) 


a 
Ren=R1_ vers l'entrée 
del40 ‘7 
Fig. 9.4 


comme celui du commutateur en série de deux branches qui sont 
représentées sur la figure 9.4, a. Les sorties des branches sont réunies 
(lignes en pointillé) car les deux branches ne peuvent être simultané- 
ment en état de marche. La figure 9.4, bet c, représente deux circuits 
électriques logiquement équivalents à celui de la figure 9.4, a. 
La seule différence réside dans les modes d'application des variables 


188 ÉLÉMENTS DE LOGIQUE CONTINUE [CH. 9 


Up, Un et 0. Dans le circuit 9.4, b les variables u, et u_, accèdent 
par les diodes J et 2 et le O par les résistances, dans le circuit 9.4, c, 
c'est l'inverse, les variables u, et u_, arrivent par Îles résistances 
et le O par les diodes Z et 2. 


$ 3. Quelques applications de l’algèbre 
booléenne du choix 


On décrira ici le fonctionnement d'un certain nombre de réseaux 
illustrant l'application de l'algèbre booléenne du choix. 

1. Circuits de commutation 1) Circuit de commuta- 
tion I. La figure 9.5, a représente le schéma fonctionnel d'un 


b, B, PB, P, 2, À Be P, 


LPS 
ne C2 


Fig. 9.5 


circuit de commutation à l’entrée duquel sont appliquées la variable 
y (t) et deux prédicats P, (t) et P, (t) avec leurs inverses P,(t) et 


P, (t). Montrons que la variable y (t) est délivrée à l’une seulement 
des sorties, en fonction des valeurs prises par les prédicats. En effet, 
le schéma permet d'établir aisément que la variable x, (t), par exem- 
ple, s'exprime à l'aide de l'opérateur d'affectation 


y(r) si P(4)=P2(t)=p, 
g dans tous les autres cas. 


ri (t) = 
De façon analogue 


y(t) si Pi(t)=P2(t)= p, 
g dans tous les autres cas 


20 = | 


et ainsi de suite. 

2) Circuit de commutation II La figure 9.5, b 
représente le schéma fonctionnel du circuit de commutation à l’entree 
duquel sont appliqués quatre variables arbitraires 2, (f), xo (t), 
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za (t), x, (t) et deux prédicats P, (f) et P, (t) avec leurs inverses 


P, (t), P, (t). Le schéma délivre une seule variable y (t) à la sortie. 
De la figure 9.5, b il s'ensuit que 


y(t)=max{min{z,(t), P;(t), Pa(t)}, min {x (t), P, (t), P, (t)}, 
min{zs(4), Pi(t), P2(t)}, min{zi(t), Pi, Po}}. (9.27) 


La dernière expression est une généralisation de l'opération 
d'affectation (9.22). En effet, (9.27) peut encore s’écrire 


ri(t) si Pi(t)=Pift)=p, 
pe si Pi(t)=P2(t)=p, 
rat) si Pi(t)=P(t)=p, 
ai(#) si Pi(t)=P:(t)=p. 


Donc la variable y (f) est égale à zx, (t), x: (t), za (t) ou x, (t) 
selon la valeur prise par les prédicats P, (t) et P, (t). 

Si l’on compare le fonctionnement des circuits de commutation I 
et IT, on constate qu'ils ont des vocations opposées. Le premier laisse 
passer une variable d'entrée dans l'une des quatre directions possi- 
bles. Le second sélectionne l’une des quatre variables qu'il délivre 
à la sortie. On généralise sans peine de tels circuits de commutation 
à un plus grand nombre de variables. Ainsi pour monter un circuit 
de commutation Î à huit directions, il suffit d'ajouter aux prédicats 
P, (t) et P, (t) un troisième P, (ft). D'une façon générale, si l’on 
dispose de x prédicats P, (t), P, (t), ..., P, (t) et de leurs inverses, 
on peut construire : a) un circuit de commutation Î à 2” directions; 
b) un circuit de commutation II sélectionnant une fonction parmi 
2" fonctions zx; (t), ze (t), . .., Zn (t). 

2. Circuits de mémorisation. Les circuits de mémorisation des 
valeurs des variables mettent en jeu des intégrateurs dont les variables 
d'entrée contiennent des prédicats spécialement choisis. L'élément 
de mémorisation de l’intégrateur est un condensateur de contre- 
réaction (cf. fig. 2.10, a). 

Considérons le principe général d'organisation du circuit de 
mémorisation. Soit à mémoriser la valeur de la variable zx (t) à l’ins- 
tant £*. 

Déterminons tout d’abord les variables qui doivent accéder 
à l'entrée du circuit de mémorisation. Elles sont au nombre de deux. 
La première z’ (t) permet de générer la fonction z (t) dont la valeur 
à l'instant {* est à mémoriser. La seconde est le prédicat P (t), 
qui définit la valeur de l'argument t*: 


P=| 


y (t)= 


psit<t*, 
gsit>t*. 
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Le prédicat P (t) et la variable x” (t) définissent l’opérateur d'affec. 
tation conditionnel : 


— x" (t) si P(t)—=p, i.e. si t<t*, 


y «= 0 si P(t)=—q, i.e. si t>4*. (3.28) 
L'opérateur (9.28) nous est familier. Il est réalisé par les circuits de 
commutation du $ 2, chapitre 9. On remarque aisément que si on 
applique la variable y (t) à l'entrée de l'intégrateur, au bout d'un 
instant {* on obtient la constante x (£*) à la sortie. Pour le prouver 
il suffit d'intégrer la variable y (t). L'intégrale de y (t), au signe 
et à la condition initiale x (0) = x, près, sera égale à 


{® 


y (t) dt — | x’ (t) dt + 


0 


O.dt=— x (t*) 


Bt 


pour tous les ? > t*. 

Le schéma d'un circuit de mémorisation doit mettre en jeu deux 
opérateurs : un intégrateur associé à un circuit de commutation à son 
entrée. Dans de nombreux cas particuliers il est parfois possible de 
simplifier le schéma. 

1)Mémorisation d'un extrémum local. Sup 
posons qu'une variable x (t) varie comme l'indique la figure 9.6, a 


UT à 
ZI TT LT, 2 


D 


Fig. 9.6 


La variable x (t) est générée par un circuit mettant en jeu deux inté- 
grateurs en série. Ce circuit est représenté en pointillé sur la figu- 
re 9.6, b. On demande de construire un schéma qui mémorise la 
valeur Znax — Z (t*). Le montage est représenté en traits pleins 
sur la même figure. 

Montrons qu'au bout d’un instant t*, l’intégrateur délivre la 
constante —Zmax — —Z (t*). Onse servira à cet effet de l'expression 
suivante de la variable y (t): 


z'(t) si z'(>0, 
y = O0 si z’(t)<O. 
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Si l'on introduit maintenant le prédicat 
nr 1 si x'(t)>0, 
Sign r (= 0 si z'(1<O, 


la variable y(t) peut encore s’écrire: y (t) = x’ (t) sign {x’ (£)]. 
L'intégrateur délivre l'intégrale de cette variable : 


t t 
— y (t) dt = — | z' (t) sign [z’ (t)] dt — 
0 0 


— APTE 


0 


O.dt = —zx(t*) 


2 


pour tous les { > 1*. 

Nous venons de voir un circuit de mémorisation d’un maximum 
local. On construirait de même un circuit de mémorisation d’un 
minimum local. 

2)Mémorisation de la date d'un événe- 
ment. Par événement on entendra ici le passage d'une variable par 


Fig. 9.7 


zéro. La figure 9.7, a représente une variable y ({) qui passe par 
zéro à la date t*. Le problème est de mémoriser t*. 

Le schéma fonctionnel du circuit de mémorisation de t{* est 
celui de la figure 9.7, b. Il met en jeu un opérateur qui délivre 
y (t), un limiteur d'amplitude qui génère le prédicat—a sign{y (t)| et 
un intégrateur. On remarque facilement que la variable de sortie de 
l’intégrateur sera égale à {* à l'instant {* et aux instants suivants. En 
effet, 


te t 


+ | a sign [y (£)] dt — | ar) O.-dt=t*. 


© 


Le schéma que nous venons de voir admet une importante géné- 
ralisation. Voyons-la. Supposons que le processus étudié est caracté- 
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risé par deux variables, z,,(f) et x, (f). Supposons par ailleurs que ce 
processus suit son meilleur cours si les variables x, (ft) et x, (£) évitent 
un certain domaine. On supposera que ce domaine est le disque 
x? + ri — R° 0 (cf. fig. 9.1). On admet que le processus s’écarte 
de sa trajectoire optimale et que le point représentatif pénètre quel- 
quefois dans le domaine. On demande de calculer le temps global 
de séjour du point représentatif dans le domaine. Ce temps pourrait 
servir de critère d'appréciation du déroulement du processus. On 
obtient ce temps à l’aide du schéma 9.7, b sous réserve que la variable 
y (t) = x° (4) + x (t) — R*. Il est évident qu'à l'entrée de l'opéra- 
teur générant y (£) il est nécessaire d'appliquer les variables x, (t) 
et x, (t) du processus. 

3. Génération de la fonction « médiane». On appelle médiane 
de trois variables zx, (t), x. (t), xs; (€) la fonction 


med {ri (t), 2(t), za(t)} — 
Ti(t) Si rt) <<r (t)<Lzra(t) où z3 (1) 71 () Lr2 (1), 
= 4 Z(t) si ri(t)<ri(t)<rs(t) ou rs(t)Lr(t) LT: (E), 
Z3(1) si m(1)<zrs(t)<Lr2(t) ou (1) <Lrs(t) LT (4). 
La figure 9.8 représente trois variables x, (£), ze (£), xs (t) et leur 


médiane en gras. On remarque que la médiane est confondue avec 
l'une des variables à des dates différentes. 


Fig. 9.8 


On définirait de même la médiane de cinq, sept et, généralement, 
d’un nombre impair de variables. Nous nous limiterons pour notre 
part à trois variables. 

La fonction « médiane » peut être appliquée à la sélection du plus 
probable des résultats obtenus simultanément par la machine. Sup- 
posons qu’on ait trois montages identiques qui génèrent simultané- 
ment la solution d'un même problème avec les résultats x, ({), 
Zo (t), za (£). Dans le cas idéal ces trois variables devraient être 
confondues. Mais cette coïncidence n’a pas lieu pour diverses causes 
d'erreurs. On admet que la médiane fournit le résultat le plus pro- 
bable. 
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La médiane est exprimée de façon relativement simple par les 
opérations de choix: 


med {zi(t), ze (t), zs (t)} = 
= max {min {z(t), Lo (£)}; 
min {z (f), zs (t)}, 
min {ze (t), xs (t)}} (9-29) 


ou 
med {zx, (ft), x, (£), zs (t)} = 
= min {max {z, (t), ze (t)}, 
max {zx, (f), xs (f)}, 
max {Ze (£), Ts (t)}}- (9.30) 


La médiane peut être représentée à l’aide de l'addition, la soustrac- 
tion et des opérations de choix: 


med {z (f), te (t), ts (t)} = 
= At) + ze (t) + xs (t) — 
—max {2 (f), za(t), ze (é)} — 
—min {x (t), ze (t), zs (t)}. 


4. Génération de solutions d’équations différentielles à structure 
variable. L'algèbre booléenne du choix trouve une application 
dans la programmation des calculateurs analogiques lors de la géné- 
ration de solutions d'équations différentielles à structure variable. 
Jlustrons cela sur l'exemple du problème à frontière mobile. 

On rencontre ce type de problème lorsqu'on étudie le transfert 
d’une substance (masse, chaleur, énergie) dans un milieu. Lors du 
transfert il se produit, dans le milieu, des transformations de phase 
définies par l'intensité de ce transfert. Le milieu primitivement 
homogène commence à se scinder en zones de divers états de phase. 
Les surfaces de séparation sont appelées frontières. Les frontières 
ne sont fixes ni dans l’espace ni dans le temps. Un exemple simple 
est la congélation de l’eau des lacs. Le lac est divisé verticalement 
en deux zones : une phase solide (la glace) et une phase liquide (l’eau 
qui n'a pas encore gelée). L'épaisseur de la glace est une grandeur 
variable qui dépend de la température de l'air. 

Le mécanisme de transfert de la substance dans les diverses 
phases est différent. C'est pourquoi dans chaque phase il est décrit 
par des équations différentielles dont la structure varie à la traversée 
de la frontière. 

Pour simplifier on considérera un transfert unidimensionnel dans 
un milieu à deux phases. En supposant que les équations différen- 


13—0654 


194 ELEMENTS DE LOGIQUE CONTINUE [CH. 9 


tielles aux dérivées partielles décrivant le transfert sont approchées 
par un système d'équations différentielles ordinaires, on obtient 
le système d'équations 


Zi = fy(Tss Los En), f—=1,2, ..., n pour zx; LA 
ou 
Ti = Py(Tis Los es Tnhs J]—=1, 2, ..., n pour zx, > À. 
Ici r est l’ordre du système d'équations ordinaires ; À une cons- 
tante fixe pour le milieu donné, définissant les conditions de la trans- 
formation de phase. Les systèmes d'équations peuvent être repré- 


sentés et réalisés sur machine à l’aide d'opérateurs d'affectation 
conditionnels de la forme 


zj = max {min {f;, P;}, min{;, P;}}, 
où le prédicat 
p si A—z,>0, 
P,(&)= | g si A—zr;<0. 
$ 4. Exercices 
1. Montrer les équivalences. 
1) max {min (Zi: Lo); min CA 2)}= 
= min {max (Zi za), max (z1, T2)} = 
— Max {min (ts, T2), max (zi, z2)} = 
= min {max (Zi, T2); min (Z1, T2)}- 
2) max {min (x,, ze), min (x, zs), min (ze, Ts)} — 
— min {max (2,, x.), max (x,, xs), max (x:, x:)}. 
2. Construire le schéma fonctionnel et le circuit électrique d'’at- 
tribution du signe de la variable s ({) à la variable x (t). 


Indication: pour la variable y(t) —{|zx(t) | sign [s (t)} 
prouver l'équivalence 


y (t) = max {min {x (ft), P (t)}, min {—zx(t), P (t)}, min {x (1), — 
— T (£), — P (t)}}, 


où le prédicat 
p si s(t)>0, 


P(D=| g si s(t)<0. 
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3. Montrer que le signe du produit de deux variables x, et x, 
peut être formé à l'aide de l'expression max {min (z,, 2), 
min (z,, Z-)}, où z, — sign z, et z = sign z.. Construire les sché- 
mas fonctionnels et les circuits électriques. 

4. Montrer que si on applique les sorties du schéma de la figu- 
re 9.5, a aux entrées de même nom du schéma de la figure 9.5, b 
on obtient un montage qui réalise la transformation identique. La 
transformation des variables d’entrée sera-t-elle identique si la 
sortie du schéma de la figure 9.5, b est appliquée sur l'entrée de même 
nom du schéma de la figure 9.5, a? 

5. Construire les schémas fonctionnels et les circuits électriques 
de génération de la médiane d’après les formules (9.29) et (9.30). 

6. Construire le schéma fonctionnel et le circuit électrique de 


génération de la fonction zx ({) d’après les fonctions données a (t), 
b, (t), b, (t) sachant que 


b, (t) = max {a (t), x (t)}, 
b, (t) = min {a (t), x (t)}. 
Indication: montrer que 
z(t)= max {min {b,(t), P(t)}, min {b, (4), P(4)}}, 
où le prédicat 
p si b()—a(t)>0, 
g si b(t)—a(t) <0. 
7. Décrire avec des opérations de choix le fonctionnement du 
schéma de la figure 2.24 qui résout l'équation implicite F (x, y) = 0 


par rapport à la variable y. Se servir de l'expression obtenue pour 


construire l'équivalent sans contact du schéma fonctionnel de la 
figure 2.24. 
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CITAPITRE 10 


RÉSOLUTION DE PROBLÈMES PAR 
LA MÉTHODE DU GRADIENT 


$ 1. Equations différentielles de plus 
rapide pente 


La méthode du gradient permet de ramener la résolution de 
nombreux problèmes de mathématiques à la recherche d’un extré- 
mum local de fonctions de plusieurs variables, moyennant la résolu- 
tion d'un système d'équations différentielles ordinaires. Cette impor- 
tante particularité de la méthode du gradient la rend attrayante 
dans la programmation des calculateurs analogiques. 

1. Déduction des équations différentielles. Soit à trouver un extré- 
mum local d'une fonction de plusieurs variables ou fonctionnelle 
J (x), où % = {r,, Ts, . . ., Zn}. Dans toute la suite, on supposera 
que l’extrémum local x* — {z2%, 22, ..., x2} existe et est unique 
dans le domaine de définition de la fonctionnelle J (x). 

Ce’problème est résolu si l'on indique une méthode de construction 
d'une trajectoire % (t) — {x ({), xs (t), . . ., x, (t)}, issue d’un point 
arbitraire æ (0) — %o — {Z19s Zeor + + +» Tno} Au domaine de défini- 
tion de J (x), qui amène le point représentatif en æ*. 

Pour fixer les idées on cherchera le minimum de J (x). Dans 
le domaine de définition on peut tracer une infinité de trajectoires 
passant par le point arbitraire &, et le point cherché æ*. Choisissons 
la meilleure de ces trajectoires et composons l'équation différentielle 
déterminante qui lui correspond. Par meilleure trajectoire on enten- 
dra celle pour laquelle dJ/dt, i.e. la vitesse de décroissance de la 
fonctionnelle, est la plus grande. L'expression de la vitesse de varia- 
tion de la fonctionnelle 


& A 0x; dt 
j=1 


a _ 5 0 des 


est le produit scalaire du gradient 


ôJ oJ ôJ } 


0z, * Oxo *  * Otn 


grad J (æ) — 
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par le vecteur vitesse du point représentatif 


Je = {de dte den | 
dd \d&t°’d& ’'’'°"' da J: 


Tout produit scalaire prend sa valeur absolue maximale lorsque les 


facteurs sont colinéaires. Ce qui implique la proportionnalité des 
composantes correspondantes des vecteurs, i.e. 


dryldt= —p-0J/ôz;y, j—1,2,...,n, 


ou en écriture vectorielle 
dxldt = —p grad J (x), 


où p est un nombre positif arbitraire jouant le rôle de coefficient 
de proportionnalité des composantes. Si à la dernière expression on 
ajoute à titre de conditions initiales les coordonnées du point initial 
æ,, on obtient les équations différentielles déterminantes cherchées 
sous forme d'un problème de Cauchy en écriture vectorielle : 


= —pgradJ (x), 2x(0) = x (10.1) 
ou en écriture scalaire 
oJ ; 
= Fr (0)=zm j=1,2,...,n. (10.2) 


Les équations différentielles (10.1), (10.2) sont appelées équations 
différentielles de plus rapide descente. 

Dans les cas où l’on cherche le maximum de la fonctionnelle 
J (x) il est naturel d'exiger la croissance maximale de J (x) sur 
la trajectoire, ce qui conduit aux équations différentielles de plus 
rapide montée, qui diffèrent de (10.1) et (10.2) par le seul signe du 
coefficient : 


dx 
— = Pgrad J (x), 2% (0) = Xo (10.3) 
ou 
dz of . 
Bip, m0 j=1,2%, sm. (404) 


La minimisation de la fonctionnelle J (x,, x.) est interprétée 
géométriquement sur la figure 10.1. La surface représentée sur le 
dessin correspond à la fonctionnelle J (x;, x:) dans l’espace. Sur 
le plan x,ox., sont représentées les lignes de niveau de la fonctionnelle 
J (zx z+) — const et la trajectoire du point représentatif x, (1), 
ze (t) qui commence en æ, et s'achève en æ*. A chaque instant cette 
trajectoire est orthogonale aux lignes de niveau. 
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Les équations différentielles de plus rapide descente (montée) 
sont souvent utilisées sous une autre forme générale : 


= +p(t)gradJ (x); x (0) = (10.5) 
ou 
__ = +p(t, x)gradJ (x); æ(0)= xo. (10.6) 


Dans la première équation p (t) est une fonction positive, dans la 
seconde p (f, x) est une fonction positive qui dépend également de la 
position du point mobile. Comme on a une vaste latitude dans le 
choix de ces fonctions, on obtient un grand nombre d'équations 
différentielles de descente parmi lesquelles on sélectionne celles 
qui assurent le mouvement voulu et qui sont facilement réalisables 
sur la machine. 

Quelquefois au lieu d'une fonction p ({, x) on introduit une 
matrice de fonctions [op (t, æ)l dans l'équation (10.6). 

Dans le cas le plus simple c'est la 
matrice diagonale 


pi (t, x) 0 Mars 0 
Ô : Po (£, x) .. 0 


(0 0 ... Pn(t, £) 
(10.7) 
où tous les p;(t, x) > 0, j = 1, 2,... 
nn le 


En toute rigueur l'équation diffe- 
rentielle 


= —[p(t, æ)]gradJ (x) (10.8) 
ne peut plus être appelée équation de 
Fig. 10.1 plus rapide descente en raison de la 
violation de la condition de colinéa- 


rité des vecteurs =. et grad J (x) qui résulte de l'introduction 
de la matrice Îp (4, æ)l. 
EXEMPLE. Trouver le minimum local de la fonctionnelle 
J(xy, r)= ar +at, 4>0, &a>0. 
Cette fonctionnelle atteint visiblement son minimum, qui est 
nul au point x, - x. := 0. Nous passerons outre ce fait évident 
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et nous commencerons le mouvement à partir d’un point Zjo, Æoo- 
Nous allons considérer deux procédés de minimisation. | 

1. En vertu de (10.2) l'équation différentielle de plus rapide 
descente sera 


dx ôJ —= 

Pa, — — 2Pars, 21(0)= zu, (10.9) 
dz oJ = | 
A = — p FA = — 2pa22, Lo (0) T20- 


Les solutions 
Ti(t)= Tioexp(—2p&t), za (t) = Z20 EXP (— 2pazt) 


de ces équations tendent asymptotiquement vers l’extrémum zx, — 
— Ze —= 0 cherché lorsque £ — co. 

2. Prenons l'équation différentielle de descente sous la forme 
(10.8). A cet effet posons 


Para t)=(1+xi) (+0) p; para t)=(1+ 25) (1+0) p, 


où p est une constante positive. Les équations différentielles de des- 
cente s'écrivent 


dm _opa(1+ 2) (A+ Dm 21(0) = Zio 
— — —2pa;(1+r)(1+t)z2,  2Z2(0) = Z20. 


Les variables sont facilement séparables et la solution du système est 
F7 


PT esn[ = (+7) 


a M 4ate[1—exp | — pe, (+2) |] 


/ hexp(—épa(t+ +) ] 


20 Ash [i—exp] — pe, (14 €) |] 


On constate que la solution tend asymptotiquement vers x, = x, = (0. 

En comparant les résultats des deux procédés on remarque que 
les équations différentielles du second assurent une plus grande 
vitesse de minimisation de la fonctionnelle par la présence des fac- 


teurs (1 + x°), (1 + r£) et (1 + 1). 


2. Stabilité des équations de descente. Dans l'exemple que nous 
venons de voir les solutions des équations différentielles de descente 
étaient asymptotiquement stables. Cela est dû au fait qu'en dédui- 
sant ces équations on a exigé la décroissance de la fonctionnelle 
J (x) le long de la trajectoire. 
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La stabilité des solutions des équations différentielles de descente 
(10.2) s'établit sous la forme générale à l’aide de la deuxième méthode 
de Liapounov. Cette méthode qui nous dispense d'étudier la solution 
sous sa forme analytique explicite s'applique à tout système d’équa- 
tions différentielles. Elle se fonde sur le théorème suivant. 

Si à l'équation différentielle 


= F (4, x) 


on peut associer une fonction différentiable V (x), appelée fonction 
de Liapounov, vérifiant au voisinage de l'origine des coordonnées 
les conditions: 

1) V(x) >0 et V (x) = Oseulement pour x = 0, i.e. la fonction 
possède un minimum strict à l'origine des coordonnés; 


2) = grad V-F(t, x) <0 


alors la solution æ (t) est stable. 
Si de plus << 0, alors la solution x (t) = 0 est asymptotique- 


ment stable. 
Nous ne ferons pas la démonstration ici, nous n'en ébaucherons 
que l’idée dans le cas de la stabilité asymptotique. 


Supposons que æ (0) Æ 0. Alors V (æ) > 0. Comme &-<0, V (æ) 


décroît sur £ et tend vers 0 lorsque t —> œ. Mais si V (æ) = 0, alors 
a — 0. Donc la solution est asymptotiquement stable. 

Dans les équations différentielles de descente, la fonction de 
Liapounov V (x) n’est autre que la fonctionnelle à minimiser J (x). 
Pour l'équation de descente (10.2) il existe toujours une vitesse non 
positive de variation de la fonctionnelle le long de la trajectoire 
lorsque { —> co, puisque 


J dz; 
_ = —p (t) S 7 = —p(t) grad?J<0. 
ÿ=1 


De façon analogue, pour les équations diférentielles de descente 
de forme plus générale 


dx 


= —|Pp(4, æ)]grad*J, 


où [p(f, æ)] est la matrice diagonale (10.7), on a 


PRESS: Py(£, x) (+ <0. 


j=1 
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Quelquefois on a à chercher les extrémums locaux de fonction- 
nelles J (x, t) dépendant du temps. Ces fonctionnelles sont dites 
non stationnaires contrairement aux fonctionnelles sfationnaires J (x). 

Dans la programmation des calculateurs analogiques on a souvent 
affaire aux fonctionnelles non stationnaires. Géométriquement la 
dépendance de la fonctionnelle par rapport au temps se traduit par 
une variation de la surface qui la définit. Ce qui entraîne un déplace- 
ment des extrémums locaux. Le point représentatif correspondant 
au système d'équations différentielles de descente (montée) poursuit 
l'extrémum et l’atteint dans les cas favorables. Si le point représen- 
tatif ne rejoint pas l’extrémum on dit que la poursuite est instable. 

Trouvons les conditions pour lesquelles la fonctionnelle à mini- 
miser J (x, t) décroît (i.e. dJ/dt < 0) sur la trajectoire définie par 
les équations de descente (10.5) 


dx : 
= — PO + j=1,2, cs De 


La dérivée totale de J (x, t) par rapport à t 


_dz; 
=5# 6zj dt + D , (10.10) 


j=1 


compte tenu de (10.5), sera égale à 


ñn 
dJ 8 \2 of 
a = —Pp() » (3) dt ? 
ji 


n 
où >, (0J/0x;)° est une quantité positive qui s’annule uniquement 
ji 


aux extrémums locaux. 
La fonctionnelle J (x, t) décroîtra sur la trajectoire si 


p(£) > (> >| |. (10.11) 


Mais cette condition est toujours violée dès que le point repré- 
on se trouve au voisinage de l'extrémum où la quantité 


> (0J/z;)° est suffisamment petite. La dimension de ce voisinage 


est définie par les fonctions p (4) et 0J/ôt et en particulier elle peut 
tendre asymptotiquement vers zéro. Dans ce cas on dit que l’optimi- 
sation de la fonctionnelle J (x, t) est asymptotiquement stable. 
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Pour illustrer l'influence de p (t) sur la stabilité de l'optimisation, 
cherchons indépendamment de (10.11) les conditions pour lesquelles 
sera stable la recherche du minimum z°, x de la fonctionnelle 


J'(a, t)= [21 — ps (6)]7 + [z2 — pe (4)F°. (10.12) 


S'agissant des fonctions @, (£) et œ, ({), on supposera qu'elles 
sont différentiables et que leurs modules |, (t) |, | @, (t) | sont 
croissants. 

L'extrémum de la fonctionnelle (10.12) est évident : 


Zi = Qt), 2Zs = Pa (t). 


Assurons-nous que si p(t) est dûment choisi les solutions zx, (1) 
et x, (t) du système d'équations différentielles 


az, ôJ 


D = —P() = —2p(t)[zi—@pi(t)], (10.13) 
D — p (4) = — 2p (4) [ra — Pa (8) (10.14) 


seront asymptotiquement. équivalentes à , ({) et œ, ({), i.e. 
a [ps (£) — x (4)] = 0; 


lim [Pa (€) — z2(1)] = 0. 


Les équations (10.13) et (10.14) sont similaires, on n'étudiera donc 
que la première d'entre elles. 
Introduisons la nouvelle variable 


Ô1 (€) — qu (t) — x (4). 


Exprimant x, ({) en fonction de , (4) et 6, ({) et portant ensuite 
dans (10.13), on obtient 


Ô"(t)+ 2p (1) Ô (4) = pi (4). (40.15) 


On aura trouvé les conditions d'équivalence asymptotique de zx; (t) 
et 1 (t) lorsqu'on indiquera un moyen de choisir p (t) en fonction 
de œ,(t) tel que 

lim ô, () = 0. 


{00 


La solution générale de l'équation (10.15) sera de la forme 
,(t)=exp|[ —2 | p(#) dt | {| gi (4) exp | 2 | p (4) dt | dt+C}. 
L'expression de la limite cherchée peut être simplifiée 


Loi (@exp [2 Sp) dt] dt. oi (t) 


de ape Fe exp{2\p(t)àt| | t-e 2P() © 
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La dernière limite est nulle si seulement l’ordre de croissance de la 
fonction p ({) est supérieur à celui de la fonction w: (t). 

Donc pour l'équation (10.12) on peut toujours trouver d’après 
1 (t) une fonction p (t) telle que la convergence du processus soit 
assurée. On peut par exemple prendre p (t) = tp, (t). 


$ 2. Méthode des fonctions implicites 


La méthode des fonctions implicites a été développée pour les 
équations finies du $ 9, chapitre 2, et au $ 4 du chapitre 5 pour les 
équations différentielles non résolues en la dérivée supérieure. 
Désormais on a la possibilité de la justifier. 

La méthode des fonctions implicites est au fond une méthode 
de gradient qui implique la minimisation d'une fonctionnelle spé- 
cialement choisie, moyennant la réalisation des solutions d'équations 
différentielles de descente. Montrons cela pour les équations diffé- 
rentielles et les équations finies. 

1. Equation finie. On demande de résoudre l'équation finie 


F (y, x) =0 (10.16) 


par rapport à la variable y sous l'hypothèse F}, (y, x) = 0, le vecteur 
æ =: {x,, +, . .., x, } étant donné. Ce problème se résout par 
minimisation de la fonctionnelle différentiable positive 


J=S F4; x), (10.17) 


dont le minimum est confondu avec la racine cherchée de l'équation 
(10.16). En vertu de (10.2) cherchons pour (10.17) l'équation diffé- 
rentielle de descente % = —p{(y, z) F (y, z) F, (y, æ) avec la 
condition initiale y (0) = y. La latitude de choix de la fonction 
positive p (y, x) permet de poser p (y, æ) = K/| F; (y, x) |, où 
K > 4-10 est le gain de l’amplificateur opérationnel. Compte tenu 
de cela on obtient l’équation différentielle de descente (2.17) ($ 9, 
chapitre 2) sous forme du problème de Cauchy 


À = —KF(y, x)sign[Fy(y, x), y(0)—Yo. (10.18) 


Pour condition initiale on a pris y — 0 au $9 du chapitre 2, ce 
qui est compatible avec la stabilité asymptotique de la solution de 
l'équation (10.18). En effet, la fonctionnelle (10.17) étant différen- 
tiable, positive, de vitesse de variation négative à æ — const, soit 
dJ v La d 
(S-=F (y, x) F, (y, x) = 
= —KF?(y, x) F,(y, x)sign [Fi (y, x)] — 
= —KF (y, x)|F;(y, æ)|<0, 
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les conditions du théorème de Liapounov sur la stabilité asymptoti- 
que sont remplies. Si le vecteur x ({) — {zx (ft), za (t), . . ., xh (t)} 
est fonction du temps, la fonctionnelle (10.17) admettra un minimum 
sous réserve que 


: S ôJ ëz 
KP D1>|S ES] 
j= 


2. Equation différentielle. Soit à résoudre l'équation différen- 


tielle 

F(æ,z,t)=0 (10.19) 
par rapport à la dérivée supérieure avec la condition initiale x (0) = 
= Zo, Oùxz = {axh, ..., x} et respectivement æ, = {2f-1), . .. 


., Zoe}. Comme dans le cas de l'équation finie, déterminons x"? 
en minimisant la fonctionnelle 


J (x) = + F2(2", x, à) (10.20) 


par génération de la solution de l'équation différentielle de des- 


cente Se =—p{r® , x) F(r, x, 1) Fm (x, æ, 1) avec les 


conditions initiales z® (0) — z2{"), x (0) = xo, où zf) est un nom- 
bre arbitrairement choisi. En prenant la fonction positive sous la 
forme p (x, x) = K/] F'm (2, æ, t) |, on obtient une équation 
différentielle d'ordre n + 1, résolue par rapport à la dérivée supé- 
rieure : 


Ti = —KF (x, du, t)sign (Fm (x, Xi, t)] (10.21) 


avec les conditions initiales 2{7) = 2{"), x, (0) = xs. 

L’ équation différentielle de descente (10. 21) est réalisée sur la 
machine à la place de l'équation initiale. L'équation (10.21) est 
résolue par rapport à la dérivée supérieure, mais son ordre est supé- 
rieur de un à celui de l'équation (10.19). Les équations (10.19) et 
(10.21) ne sont pas équivalentes, donc leurs solutions z (t) et x, (t) 
sont distinctes et l'écart 8 ({) = x (t) — x, (t) constitue l'erreur 
entraînée par la substitution de l'équation (10.21) à l'équation (10.19). 
Dans les cas favorables lim 6 ({) = Oet x, (t), x (t) sont asymptoti- 


t— 00 
quement équivalentes. Mais ceci implique nécessairement la stabilité 
de la solution de l’équation différentielle (10.21). La fonctionnelle 
(10.20) est positive, différentiable, mais pas stationnaire. Pour que 
sa minimisation soit stable, il faut en vertu du théorème de Liapounov 
que soit négative sa vitesse de variation: 
n- 1 
9J +1 oJ 
no er DÉS de 


Zi 


iJ 89 ,m+ 


dt — op #1 
J=0 
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ou, compte tenu de (10.21), 
n—1 
ñn e n ôJ 1 0J 
KFt(29, x, t)| Fer (x{ ?, %s, >| >, om a . (10.22) 
j=0 1 


De (10.22) il s'ensuit que la stabilité de (10.21) dépend de la forme 
de l’équation différentielle initiale (10.19). 

La minimisation de la fonctionnelle (10.20) peut être conduite 
de telle sorte que l'équation différentielle de descente obtenue soit 
du même ordre que l'équation différentielle initiale (10.19). Pour 
cela il faut minimiser la fonctionnelle non pas sur la variable 2" 
mais sur la variable z#-b, ce qui donne 


2 = —KF (2, @n t)sign [Fin (22, Las t)], %2(0)=%0. (10.23) 


Les conditions de stabilité de la solution de cette équation sont 
plus strictes que celles de l'équation (10.21). 

3. Analyse du fonctionnement de certains schémas résolvant des 
équations implicites. Il y a intérêt à s'arrêter sur l'analyse du fonc- 
tionnement de quelques schémas auxquels nous avons eu affaire 
pendant la réalisation des expressions implicites. Penchons-nous 
tout d’abord sur les schémas de division (cf. $ 9, chapitre 2), puis 
sur celui de la moyenne courante (cf. $ 4, chapitre 5). 

Pour calculer le quotient z = x/y, où x et y sont des constantes 
on passe à l'équation équivalente implicite 


x — zy = (. 
Si l'on se sert de la fonctionnelle (10.17), on obtient en vertu de 


(10.2) et (10.18) les équations différentielles suivantes pour la déter- 
mination du quotient : 


_ —pÎrz-2y]y, Z (0) = 20; (10.24) 
_ —p[r—zy]signy, 2(0)— 20. (10.25) 


Résolvons les équations (10.24) et (10.25) en supposant d’abord 
que z et y sont constants. Les variables sont facilement séparables 
dans (10.24) et 


d'où 
2 (= ++ (2—<) exp (— py*t). (10.26) 


La solution z (f) est asymptotiquement stable indépendamment de la 
condition initiale z et du signe de la variable y. Le circuit corres- 
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pondant à l'équation (10.24) met en jeu deux multiplieurs (fig. 10.2, a). 
La valeur exacte de la variable de sortie —z2 ({) à x et y constants 
est délivrée avec un retard de 4/(py°)s. 

Cherchons la solution de l'équation (10.25). D'habitude, pour 
simplifier le schéma fonctionnel, on admet que dans cette équation y 


Fig. 10.2 


a toujours le même signe. Supposons y > 0. En séparant les varia- 
bles on obtient 
dz 
G=n Pr 
d'où 
z Z . 
2(t)=—+ (2—+) exp (— pyt). 


La solution z (t) est asymptotiquement stable indépendamment de la 
condition initiale z. Si la variable y change de signe, i.e. devient 
négative, la solution est instable et l'argument de l’exponentielle 
devient positif. 

Le schéma fonctionnel correspondant à cette équation est relati- 
vement simple et met en jeu un seul multiplieur (fig. 10.2, b). 
Ceci explique le très large emploi de ce schéma dans la résolution 
de problèmes sur machine. Comme dans le circuit de division, la 
variable de sortie est délivrée avec un retard environ égal à 4/pys. 

Dans le cas le plus général où z (t) et y (t) sont des fonctions 
arbitraires de {, (y — 0), la variable z ({) des équations (10.24) et 


(10.25) est asymptotiquement équivalente au quotient cherché 
En effet, la solution générale de (10.24) est 


z (1) = exp(—r y° dt) {| Zy exp(p | y° dt)+C} 
et 


2 C 
imz(= lim eiser(eiya)tte _;; Pay = 
{0 {00 exp (e \ y? dt) too PY y 
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De façon analogue, la solution générale de (10.25) (y >> 0) est 
z(t) = exp (—e( y dt | {( x exp (o| ydt) dt+C} 


et 

dt) dt+cC 
te LE Re CU 
t—00 {00 exp (e y dt) too PY ÿ 


Analysons maintenant les erreurs du schéma de la moyenne 


courante m ({) de la fonction zx (t) (8 4, chapitre 5) en réalisant la 
solution de l'équation différentielle 


im ()+m(t)—z(t)=0 (10.27) 


qui n'est pas résolue par rapport à la dérivée supérieure m” (t). 
On connaît l'expression exacte de la moyenne courante: 


{ 
m* (t) a z (t)dt. 


L'existence d'une expression exacte de la moyenne courante 
permet de mettre facilement en évidence le comportement des erreurs 
de la machine pour les divers types de fonctions étudiées. 

Arrêtons-nous sur deux Cas de génération approchée de la solu- 
tion de l'équation (10.27) par la méthode de plus rapide descente. 

Dans le premier cas, en vertu de (10.21), on résoudra l'équation 
(10.27) par rapport à la variable m° (f), ce qui donne l'équation 
différentielle du second ordre : 


me (t) + p [tm (t) + ma (t)— x (0) = 0. (10.28) 


Nous devons dégager ici l’équivalence asymptotique de m* (t) 
et m, (t), en d’autres termes évaluer la limite de la fonction Ô ({t) 
pour les divers types de fonctions x ({) moyennisées : 


lim 6 (t)= lim [m° (f)— m, (t)]. 
{co t—00 
Dans le second cas, en vertu de (10.23), on résoudra l’équation 
(10.27) par rapport à m (t), ce qui conduit à l'équation différentielle 
du premier ordre 
m;(t)+p[tm:(t) + ma(t)—z(t)] = 0. (10.29) 


Comme dans le premier cas, il nous faut mettre en évidence l’équi- 


valence asymptotique de m* (t) et m, (t) par une analyse de la limite 
de l'erreur e (t) = m* (t) — m, (t): 


lim e(t)= lim [n° (t) — ma (t)]. 
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Revenons au premier cas. 

Cherchons d'abord l'équation différentielle pour 6 (t). En portant 
dans l'équation (10.28) l'expression de m, (t) en fonction de 6 (£) 
et x (t), on obtient, toutes transformations faites, l’équation diffé- 
rentielle linéaire non homogène du second ordre 


f 
$" (t)+ pt5" (4) +05 (= —<+ | zat+220 20 (410.30) 
0 


Pour fonctions moyennisées x ({) prenons les fonctions 
a-1 (f); at; at; at, (10.31) 


qui se distinguent entre elles par leur ordre de croissance. Ici &« — 0 
est un nombre arbitraire. Le second membre de l'équation (10.30) 
sera respectivement égal pour ces fonctions 


.N:- 2... _3 
0; 0; TZ % z al. 


L'établissement de l’équivalence asymptotique de m (t) et m, (t) 
lorsqu'on moyennise les fonctions &-1 (f)et œt se ramène à la recher- 
che et à l'étude du comportement pour de grands £{ de la solution 
générale de l'équation homogène : 


6" (t)+ pt’ (t)+p(t)=0. (40.32) 


Une solution particulière immédiate est 6, (£) — exp (—p1?/2). La 
solution générale de l'équation homogène est donnée par la formule 


= ff PCI a+ ce), (4039 


où C, et C, sont des constantes arbitraires. 
En portant Ô, (t) dans la solution générale on obtient 


Î exp (p12/2) dt | +2 
res + Cexp(—p +). 


On s'assure sans peine que m (t) et m, ({) sont asymptotiquement 
équivalents : 


do (t) = Ci 


2/9 
lim 6 (4) = lim 1) PP je Ciexp(o 2) _G, 
{00 


ms == JA ee emma 
Si l’on moyennise une fonction d'ordre de croissance æ{?, on 


‘établit l’équivalence asymptotique de m, (t) et m (t) en étudiant 
la solution de l’équation différentielle non homogène 


6" (t)+pt-5"(t)+ pô(t) = —2x/3. (10.34) 
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Une solution particulière immédiate est Ô, (£) = —2æ/(3p). La solu- 
tion générale de l’équation non homogène (10.34) sera 
6()= — 5 + Go (#), (10.35) 


où Ô, (t) est la solution générale (10.33) de l'équation homogène 
(10.32). De (10.35) il s'ensuit que 


; 24 
UT CR 

Ceci traduit le fait que m, (t) et m (t) sont asymptotiquement inéqui- 
valents. La génération de la fonction m, (t) est en retard sur celle 
de m (t), ce qui introduit une erreur stationnaire numériquement 
égale à — (2a)/(3p). T1 est impossible d'éliminer entièrement cette 
erreur, on peut seulement la rendre assez petite en‘augmentant le 
nombre p. Pour établir l’équivalence asymptotique de m, ({) et 
m (t) lorsqu'on moyennise des fonctions d'ordre de croissance at, 
il faut étudier la solution de l'équation non homogène 


Ô" (t) + pt9” (+) + pô (1) = —3at/2 


LD 


pour { +00. Sa solution générale est simple à trouver. Elle est 
égale à 


8(t)= — 7 1 + 60 (t), (10.36) 


où Ô, (t) est la solution générale (10.33) de l'équation homogène 
(10.32). De (10.36) il résulte que 


lim Ô ({)— — co. 
f—00 


En d'autres termes, pour les grands é, m, (t) est systématiquement 
en retard sur m (t). 


Considérons maintenant le deuxième cas. Résolvons l'équation 
(10.27) par rapport à la dérivée mm, ({): 


ms (6) + a (0) = 7 (0). 


La solution analytique s'obtient sans peine 
t 
me (= | z(b dt. 
t+1/p à 


De prime abord il semble que pour les grands p les fonctions 
m. (t)et m* (t) prennent les mêmes valeurs et l’étude de l’équivalence 
asymptotique de ces fonctions n'a pas de sens. Mais, dans la réalité, 
Ja situation est autre. La moyennisation sur l'équation (10.29) est 


14—0654 
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plus compliquée que sur l’équation (10.28). Prouvons-le. L'erreur 
de la moyennisation est : 


{ 
(mm (tm ] | st) dt, 
0 


Du 
{ 


ce qui entraîne pour la fonction à moyenniser zx (t) = & t l'erreur 
asymptotique constante 


e(t)— z(t)dt, 


œ 
Mme(O = nn 2 - 


On rappelle qu’en opérant sur ‘l'équation (10.28) on a obtenu une 
moyenne #xacte pour cette fonction. 


$ 3. Résolution de systèmes d'équations 


Dans le cas le plus général, la résolution d’un système quelconque 
d'équations linéaires ou non linéaires peut être envisagée comme 
un cas particulier de la résolution d’un système de fonctions impli- 
citement données. 

Soit donné le système de n équations à nr + m variables 


F (2 Los + + +» Tns Vis Yor + + + Un) = 0, 
F;, (Z1, Toy ee +7 Lns Yyr Yo + + 0 Un) — 
Fn (As Los + +5 Tns Yas Yes + + + Un) = 
ou, en écriture vectorielle, 
F (x, y) = 0. (10.38) 


Le système (10.37) définit z;,, ze, . . ., z, comme des fonctions 
implicites des variables données y,, Ye, - . .; Ym- Il est standard 
que l’existence de ces fonctions implicites implique la non-nullité 
du jacobien du système (10.37): 


(10.37) 


0F1 OF: 0F: 
OZy Ôte ‘Zn 


0z1 02 “‘  ôtn | 0. 
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Dans la suite nous supposerons que cette condition est réalisée dans 
tout le domaine de définition des variables. 

Si les variables yi, Yo, ...,Um Sont données constantes, alors 
(10.37) se transforme en un système ordinaire de nr équations à n 
inconnues que l'on peut écrire 


PF GS as tm) = 0, 


Fa (EL 2%2 2) = 0, 


(10.39) 


Mais très souvent, surtout dans les problèmes pratiques de commande, 
les variables yy, Yes + - +» Um ne Sont pas des constantes mais des 
fonctions connues du temps qui caractérisent le comportement de 
l'objet (phénomène) commandé. Ces fonctions accèdent au calculateur 
analogique du système de commande automatique. La tâche du 
calculateur analogique consiste ici à générer les fonctions 2, (t), 
Zo (t), . . ., Zn (t) et à les transmettre aux organes de commande 
de l’objet. Donc, incorporé dans un système de commande automati- 
que, le calculateur analogique poursuit constamment la solution 
du système (10.37). | 

Dans la suite nous envisagerons essentiellement des systèmes 
du type (10.39). Cependant les méthodes de résolution de (10.39), 
développées plus bas, pourront très souvent être appliquées sans 
difficulté au système plus général (10.37). 

1. Résolution de systèmes d’équations de forme générale. Dans la 
programmation des calculateurs analogiques on s'arrange toujours 
pour ramener le problème initial à un système équivalent d’équa- 
tions différentielles. Dans le cas (10.39), il existe plusieurs façons 
d'effectuer ce passage. Mais l’essentiel c’est que la solution du 
système d'équations différentielles tende asymptotiquement vers 
celle du système (10.39). Dans le cas contraire le système d’équations 
différentielles n’est pas équivalent à (10.39). 

Les méthodes les plus efficaces de résolution de (10.39) du point 
de vue de la stabilité des équations différentielles équivalentes 


obtenues sont les méthodes du gradient de minimisation de la fonc- 
tionnelle 


J (x) + 5 FF (x) (10.40) 
{= { 
ou 
J(x)= D Fi (x). (10.41) 


14° 
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Les équations différentielles correspondantes de plus rapide descente 
sont : 


dx = 8, . 

7 =—P@ 2 Fi (x) Ge , j—=1, 2,...,n, (10.42) 
Si -- oE Plsign Fix), j=1, 2 n. (10.43) 
dt = P 0z; 8 l ? ]J=1, y coop lee . 


{1 


Les expressions (10.42) et (10.43) sont souvent difficiles à réaliser 
sur la machine en raison du grand nombre de termes des fonction- 
nelles (10.40) et (10.41). 

Il existe une autre méthode qui s'apparente aux méthodes du 
gradient et qui minimise non pas une fonctionnelle complexe du 
type (10.41), mais nr fonctionnelles simples 


Ji(x)=+ Fix), i=1, 2,...,n, (10.44) 


ou 


Ji(æ)=1F; (x) i=1,2,...,n. (10.45) 


La fonctionnelle J'; (x) est minimisée sur la variable x;. On 
obtient le système d'équations différentielles 


dr} oJ 0F . 

ou 
UE) oJ ô0F ” L 
ee 00 sien Fy(@, j=1, 2... 


(10.47) 


Les équations différentielles (10.46) et (10.47) sont bien plus 
faciles à réaliser sur la machine que (10.42) et (10.43). L'inconvé- 
nient c'est que les nouvelles équations peuvent posséder des solu- 
tions instables. Elucidons la cause de cette instabilité. 

En minimisant chaque i-ème fonctionnelle, on résout l'équation 
implicite F, (x) = 0 du système (10.39) par rapport à la variable x. 
Ce faisant on néglige totalement l'influence (la sensibilité) de toutes 
es autres variables x,, j  i, sur l'équation F;, (x) = 0. L'erreur 
8; = F, (x) qui résulte de la minimisation peut varier faiblement 
pour de grandes variations de x; et fortement pour de petites varia- 
tions de certaines autres variables x;, j  i. Ceci fait apparaître 
des solutions instables ou des oscillations parasites. On peut s'en 
assurer de façon plus formelle en étudiant la vitesse de variation de 
la fonctionnelle J', (x). 
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Il est standard que la stabilité des solutions de (10.46) ou de 
(10.47) implique que dJ;/dt <L O0, i = 1, 2, ..., n. Estimons les 
facteurs qui influent sur le signe de la vitesse de variation de la 
fonctionnelle J, (x). Dans le cas général la vitesse peut s’écrire 


n J dz nt J oJ 
dJ'à ‘Ji Jj 0J; 07} ; 
= 2 Ôx; = À P; () Gz) 0x, * 1, 2,...,n, 
ou encore 
dJ ; ôJi \° 
= et) (SE) — 
nm 
ôJ ; 
— S pt) mr =, 2,....n. (10.48) 
j+i 


On voit que le signe de dJ;/dt est indéfini. Tout dépend donc des 
termes figurant sous le signe somme dans (10.48). Mais dans le 
cas particulier où le système (10.39) est tel que 


8 \2. |< 81; | . 
Pi (t) _ >|[> P; OZ &, |’ i—1, 2,...,n, (10.49) 
J+i 


les solutions du système d'équations différentielles (10.46) et (10.47) 
tendent asymptotiquement vers la solution de (10.39). Les expres- 
sions 0J;/0x, sont proportionnelles aux dérivées partielles 0F ;/ôz}. 
Donc, s'il est possible, on a intérêt à résoudre la j-ème équation 
F, (x) = 0 du système (10.39) par rapport à la variable x; qui maxi- 
mise la dérivée partielle 0F#;/ôx,;. Par exemple, on résoudra la 
première équation F, (x) = O par rapport à x, si 0F,/0x, > 0F:/0x, 
pour tous les j 2. Signalons que cette condition ne garantit pas 
toujours le succès. 

Il existe encore une méthode de réduction de la résolution du 
système (10.39) à celle d'un système d'équations différentielles. 
Expliquons-en le principe sur un exemple simple. Soit à résoudre 
l'équation x — exp (—zx). Mettons-la sous une forme implicite 


—x + exp (—z) = 0 (10.50) 


et pour la résoudre sur la machine remplaçons-la par l'équation 
différentielle 


D —z+exp(—zx). (10.54) 

Expliquons les raisons du passage de (10.50) à (10.51). Si la 
solution de l'équation différentielle (10.51), vérifiant une condi- 
tion initiale x (0) = x, arbitrairement choisie, tend asymptotique- 
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ment vers une constante z*, cette constante n’est autre que la racine 
cherchée de l'équation (10.50). En effet, la dérivée dzx/dt tend vers 
zéro, et partant, l'équation différentielle (10.51) se transforme en 
une équation finie —zx + exp (—zx) = 0. Le principal inconvénient 
de cette méthode c'est que dans le cas général il n'existe a priori 
aucune raison d'’escompter une stabilité asymptotique des équations 
différentielles ainsi obtenues. En effet, même dans notre cas simple 
il aurait suffi d'écrire l'équation (10.50) sous la forme x — exp (—x) — 
= 0 pour déboucher aussitôt sur l'équation différentielle dz/dt = 
= x — exp (—zx) dont la solution est instable. 

Appliquée au système (10.39), cette méthode conduit au système 
d'équations différentielles 


a HF, (x, Lo, Zn)» j=1, 7, i = 1, os 72 (10.52) 


Les indices des variables x, (t) et des équations F; (x) = 0 ont 
été pris expressément distincts pour souligner qu'ils sont à choisir 
autant que les signes des seconds membres des équations (10.52). 
Le choix des indices et des signes des seconds membres s'effectue au 
moyen de générations d'essai des solutions du système (10.52) parmi 
lesquelles on prend celles qui sont stables. Le nombre d'essais est de 
l’ordre de 2n!, donc un grand nombre d'entre eux peuvent être 
mauvais. 

La dernière méthode peut être singulièrement améliorée si le 
système (10.37) subit quelques transformations préalables. Dans 
de nombreux problèmes relevant de la commande automatique, le 
système initial (10.37) est préalablement multiplié à gauche par 
l'inverse de son jacobien. On obtient alors l'équation différentielle 

_ : 
= (5) Fe y). (10.53) 


dd ôx 


où (0F/0zx) est le jacobien du système (10.37). 

.. Dans les problèmes de poursuite automatique des racines du 
système (10.37), cette transformation décompose l’équation vecto- 
rielle (10.53) en x équations différentielles linéaires pratiquement 
indépendantes l’une de l’autre. Montrons-le sur l'exemple d'un 
processus stationnaire de poursuite des racines. Dans un tel processus 
le vecteur erreur & = F (x, y (t)) est suffisamment petit et peut 
être représenté approximativement par les deux premiers termes de 
la série de Taylor 


e=F(x,y(t)=F[x*, y (t)]+(0F/0x) Ax+..., (10.54) 


où Az = x (t) — x* (t) est l'écart entre la valeur exacte et la valeur 
délivrée. par la machine. 
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Comme F [x*, y (t)] = 0, en portant (10.54) dans (10.53) on 
obtient | 


ae) (&)e 0-2") 


ou 
dæxldt= — Ef{x(t)—x"(t)], (10.55) 


où ÆE est la matrice unité. 

Nous venons donc de montrer qu'en régime stationnaire de pour- 
suite des racines du système (10.37), l’équation (10.53) s’est effecti- 
vement scindée en un système d'équations différentielles stables 
indépendantes l’une de l’autre. Mais lorsque le vecteur erreur Az (+) 
est encore suffisamment grand (c’est le cas aux périodes initiales non 
stationnaires de poursuite) les processus décrits par (10.53) peuvent 
se distinguer par une forte dépendance de certaines variables par 
rapport à d’autres, i.e. de x; (t) par rapport à zx, (t) et l'équation 
(10.55) n’a naturellement pas lieu. Cette interdépendance des va- 
riables pour les grands Az (t) fait apparaître des oscillations au début 
de la poursuite. 

L'équation différentielle (10.53) est intéressante sous un autre 
angle. C'est l’analogue continue de la méthode itérative de Newton 
de résolution numérique de systèmes d’équations non linéaires. 

2. Résolution de systèmes d’équations algébriques linéaires. Le 
système d'équations algébriques linéaires noté scalairement 


Fi (x) = ayiti + 3272 + +. + Gintn — bi = 0, 
Fo (x) = A2yTs + A29To + :.. + GonTn — ba =0, (10.56) 
Fn (ft) = Qnits + note + 0. LannTn — Un =0 
ou vectoriellement 
F (x) = Ax — Lb = 0, (10.57) 


est le cas particulier le plus simple du système (10.39). Donc, toutes 
les méthodes de passage de (10.39) aux systèmes d'équations diffé- 
rentielles équivalentes, developpées auparavant, valent pour le 
système (10.56). | | 

À première vue il ne semble pas nécessaire de passer à des équa- 
tions différentielles équivalentes pour résoudre le système d'équations 
algébriques linéaires (10.56). Il semble même que la résolution sur 
machine du système (10.56) ne mette en jeu que des sommateurs 
et des inverseurs : les premiers en nombre », le nombre des équations, 
les seconds en quantité égale à celle des coefficients négatifs a. 
Ceci étant, le premier sommateur réalise la première équation F, (x) — 
= 0 par rapport à la variable z,; le second l'équation F, (x) = 0 
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par rapport à x., etc. Malheureusement il s'avère que la méthode 
décrite ne présente aucun intérêt pratique et dans le cas général 
ne conduit pas au résultat escompté. La raison en est que les som- 
mateurs délivrent la somme approximativement, et comme nous 
l'avons souligné au $ 1, chapitre 3, la variable de sortie du som- 
mateur dépend de la dérivée de la variable de sortie par rapport 
au temps. Donc cette méthode génère en fait les solutions d’un 
système d'équations différentielles à petits paramètres inconnus. 
Ces solutions sont souvent instables et caractérisées par de rapides 
Variations des variables machine. Il est pratiquement impossible 
de contrôler la stabilité des solutions et a fortiori de modifier les 
paramètres des équations différentielles pour assurer la stabilité. 
La substitution d’un système d'équations différentielles équivalentes 
au système d'équations algébriques change radicalement les choses. 
La réalisation des solutions du système d'équations différentielles 
équivalentes n’élimine pas bien sûr les petits paramètres des som- 
mateurs, elle en atténue l’effet et ce d'autant plus fortement que la 
solution du système d'équations différentielles équivalentes est len- 
tement générée. Ceci est confirmé empiriquement, et pour nombre 
de systèmes d'équations algébriques, démontré rigoureusement. 

Voyons plus en détail les principales méthodes de passage du 
système algébrique linéaire (10.56) aux systèmes d'équations dif- 
férentielles équivalentes. La méthode la plus universelle est fondée 
sur la minimisation de la fonctionnelle 


J (x) =1/2 (4x — bd) (4x —0). (10.58) 


La fonctionnelle (10.58) est l'écriture vectorielle de (10.40). Le 
symbole « T» désigne la transposition. La fonctionnelle possède un 
minimum nul qui correspond à la solution du système initial d’équa- 
tions. D’après l'expression (10.58) on trouve facilement l'équation 
différentielle de descente, équivalente au système (10.57): 


dæ/dt = — p grad J (x), 


« 


ou 
grad J (x) =‘/214" (4x —b)+(4x—0b)" 4]= AT(Ax—b). 


En définitive on obtient l'équation différentielle 


= —p[4"4x— 470). (10.59) 


Cette équation admet toujours une solution æx (t) asymptotiquement 
stable. La multiplication du système initial (10.57) par la matrice 
transposée AT est gênante par les gros calculs qu’elle risque d'en- 
traîner. 


$ 3] RÉSOLUTION DE SYSTÈMES D'ÉQUATIONS 217 


Les méthodes du gradient appliquées aux composantes de la 
fonction J (x), i.e. fondées sur la minimisation de la fonction J'; (x) — 
= | F,(æ) lou J, (x) = 1/2 FŸ (x), i = 1, 2, ..., n, n'impliquent 
pas de calculs préalables, mais elles risquent de conduire à un système 
instable d'équations différentielles. 

Penchons-nous tout d’abord sur la résolution du système d’équa- 
tions (10.56) moyennant une minimisation de fonctionnelles de la 
forme J,(æ) = |F;,(æx) |, i = 1, 2, ..., n. Il lui correspond le. 
système d'équations différentielles de descente 


dz,/dt — — P;aj; Sign F;, (x), j=1, 2, y) À; (10.60) 


où p; > 0 est un nombre arbitraire. En particulier, si p, — 
on obtient le système d'équations suivant : 


dz;/dt — — sign a;sF; (2), = 1, 2. “ss its (10.61) 


la}; |. 


qui est facile à réaliser sur la machine. 

La stabilité des solutions des systèmes d'équations différentiel- 
les (10.60) et (10.61) est définie par les propriétés de la matrice 4 du 
système (10.56). Les conditions de stabilité sont relativement simples 
à établir si l’on trouve des relations auxquelles devront satisfaire 
les éléments de la matrice À pour que la vitesse de variation de toutes 
les fonctions à minimiser soit toujours négative, i.e. dJ/dt < 0, 
i=1,2,...,n. 

La vitesse de variation de la fonctionnelle J, 

dJ à 6Fi dj É dzj : 
= } 2. —= D aysign Fi(x) —- (10.62). 
j=1 J=1 
compte tenu des équations (10.61) sera 


n 


dJildt= — Ÿ, aysignla;;F;(x)F,(æ)]; i=1, 2,...,n. 
3=1 


Mettant en facteur le seul terme défini positif a;; sign [a;:;F? (x)] 
et exigeant la négativité de la dernière expression 


— a; sign (a;,F#(x)] — à ay Sign (a;;F,(x) Fi(x)] <0, 
Ji 
i=1,2,...,n, 
on obtient les conditions suffisantes de stabilité asymptotique des. 
solutions du système (10.61): 


jeul> 2 Giis =, 2; ces: (10.63} 
54 
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Donc si la matrice du système (10.56) est à diagonale dominante 
au sens de (10.63), les solutions du système (10.61) tendront asymp- 
totiquement vers celles du système d'équations algébriques 
initial (10.56). 

Les conditions de stabilité des solutions du système d'équations 
différentielles (10.60) sont différentes, mais ici aussi on exige la 
prépondérance des termes diagonaux de la matrice. Pour nous en 
assurer, transcrivons l'expression (10.62) en tenant compte de (10.60) 
et en supposant que tous les p; = 1, j = 1, 2, ...,n, 


dJ ss | | 
Pi — D asaysign(F;(x) Fix), i=1, 2,...,n. 
3=1 


Les dernières expressions seront toujours négatives si 
1 Ÿ ue 4:.2 10.64 
> 2, lauesl Ii 1, y ee. De ( . ) 
j+i 


La minimisation de la fonctionnelle J; (x) — + Fi (x), i = 


= 1, 2, ..., n fournit la variante du système d'équations diffé- 
rentielles la plus facilement réalisable. On obtient les équations 
différentielles de descente 


dz,ldt= —p;a;;F;(x), 1—1; 2, ….,) À, 


qui pour p; = ir, où tous les À, > 0, se transforment en le 
système d'équations différentielles 


dzx;/dt — —ÀjF); (2) sign djj, Ï] = À; 2, sy Île (10.65) 


Si les nombres À;, j = 1, 2,..., n sont dûment choisis, le système 
(10.65) possède des solutions stables sous réserve que la matrice À 
soit à diagonale dominante au sens (10.63). Nous omettrons la démons- 
tration de ce fait. En général les nombres À,, À, ..., À, sont 
choisis pendant les générations d'essai des solutions du système 
(10.65) sur machine. 

3. Détermination des racines complexes d’équations algébriques. 
Les racines réelles des polynômes peuvent être calculées à l’aide de 
l'arrêt programmé de la machine au changement de signe du poly- 
nôme ($ 6, chapitre 8). Pour déterminer les racines complexes on 
passe préalablement à un système équivalent de deux équations 
à deux variables, qui figurent les parties réelle et imaginaire de la 
racine cherchée. 


Soit à trouver les zéros du polynôme de coefficients réels 


O(2)=4an2 + an12" +... +asz+ao=0, (10.66) 
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où z2—zxz<+ iy = re — r (cos 6 + i sin 0) est la variable com- 
plexe dans ses trois formes d'écriture. 

Si maintenant l’on porte l’expression de z dans (10.66) et l’on 
groupe les parties réelle x et imaginaire v, on obtient 


© (2) = u (zx, y) + iv (x, y) (10.67) 

ou 
© (z) =ut(r, 80) + iv (r, 6). (10.68) 
Toute variable complexe est nulle si ses parties réelle et imagi- 
naire le sont simultanément. Donc, pour déterminer les racines 


complexes on obtient à partir de (10.67) et (10.68) le système de 
deux équations 


u(z, y)—=0, 
ou 
u(r, 8) =0, 
v (r, 8) — 0. (0:10) 


On préférera l’un ou l’autre de ces systèmes selon la fonction des 
opérateurs mis en jeu. En coordonnées cartésiennes zx et y, la réalisa- 
tion de ce système par la méthode du gradient nécessite un nombre 
important de multiplieurs. En coordonnées polaires, il faut un grand 
nombre de générateurs de fonctions trigonométriques. 


$ 4. Détermination des extrémums liés 
de fonctionnelles 


De nombreux problèmes de programmation, de planification, de 
recherche opérationnelle et de théorie de la commande automatique 
sont énoncés sous forme de problèmes d’extrémum lié. Dans ces 
problèmes on cherche un vecteur x* — (rf, z°, . .., z;) qui doit 
correspondre à un extrémum de la fonctionnelle J (x) et vérifier 
en même temps certaines conditions. Ces conditions sont de trois 
types... 2 ‘ 

Le premier est composé des égalités 

ma)=0,i= 1,2 ::4 Men, (10.71) 


appelées liaisons. 
Le second des inégalités 


&a(æ)2>0, i-1,2,...,m, (10.72) 
ou contraintes. 


Le troisième type est mixte, i.e. composé de liaisons et de con- 
traintes. | 
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La détermination de l’extrémum lié est un problème bien plus 
compliqué que celui de l’extrémum libre. On le ramène donc à la 
recherche d’un extrémum libre, en remplaçant la fonctionnelle ini- 
tiale et ses conditions par une fonctionnelle spécialement choisie 
dont l'extrémum libre coïncide avec l'extrémum lié de la fonction- 
nelle initiale. Dans la suite on supposera que le système de condi- 
tions données n'est pas contradictoire et que la fonctionnelle initiale 
ne possède qu'un extrémum. 

1. Conditions du type liaison. 11 existe plusieurs variantes de dé- 
termination de l'extrémum avec des conditions du type liaisons. 
2 Etudions la variante la plus sim- 

! : ere : 

ple sur l'exemple de la minimisation 

de la fonctionnelle J (x;,, x.) avec la 

liaison g (xzy, Te) = 0. Géométrique- 

ment minimiser cette fonctionnelle 

Zntr)=0 revient à chercher sur la courbe 

£& (zx z+) = 0 un point M en lequel 

la fonctionnelle J (x,, x.) prend une 
valeur minimale. 

Sur le plan x,Oz, de la figure 10.3 
sont représentées les lignes de niveau 
de la fonctionnelle J (x, x.) sous 
forme d’un système de courbes ainsi 
que la courbe d'équation g (x,, x°)= 
T2 —0. Le point M d'extrémum lié 

Fig. 10.3 cherché est le point de tangence de 

la courbe g(zx;,, x.) — O0 avec une 

ligne de niveau. Cette ligne est plus grasse que les autres sur le 

dessin. 11 n’est pas très difficile de trouver le point M avec la 

machine. En effet, générons la courbe g (x,;, Te) = 0 à partir du 

point initial M,*en réalisant les solutions des équations différen- 
tielles ($ 6, chapitre 8) 

dt, __  Ô8 . dre (4 


de: Su — NS: Ti (0) = Zi05 T2 (0) = Z20; 


Jr Labs Const 


OÙ Zi Zeo Sont les coordonnées du point M, de la courbe g (x, z2) — 


On surveillera en même temps la vitesse de variation de la fonc- 
tionnelle J (x, x.), qui est égale à 


dJ _ ôJ C2 d£s 
dt EE EF ÊZo dt © 


Au début la vitesse de variation de la fonctionnelle est négative. 
Cela veut dire qu’en se déplaçant sur la courbe g (z,, ze) = 0, 
le point représentatif se rapproche de l’extrémum cherché M. A l'ins- 
tant t* où la vitesse dJ/dt devient négative, il faut interrompre la 
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génération des fonctions z, (t) et x. (t) à l’aide de l'arrêt programmé. 
Les valeurs z, ({*) et x, (t*) obtenues seront les coordonnées du point 
cherché. En effet, premièrement ce point appartient à la courbe 
£g (zx Ze) = 0, et deuxièmement les valeurs numériques des coor- 
données minimisent la fonctionnelle J (x,, x2). 

Le procédé de recherche de l’extrémum lié qui vient d'être dévelop- 
pé est bien plus une illustration géométrique du problème de l'extré- 
mum lié qu’une méthode qui mérite d’être recommandée. Pour net m 
grands, cette méthode n'est applicable que si m + 1 = nr. Et même 
dans ce cas exceptionnel, déjà pour m = 2, l'expression de la vitesse 
de variation de la fonctionnelle est volumineuse et difficile à réaliser 
sur machine. 

Deux autres méthodes ont obtenu droit de cité: la méthode des 
multiplicateurs de Lagrange et la méthode des fonctions de pénalisation 
(ou méthode de Courant). 

1) Méthode des multiplicateurs de La- 
grange. Lagrange a prouvé que l’extrémum lié local de la fonc- 
tionnelle J (x) avec des liaisons du type (10.71) est confondu avec 
l'extrémum local libre de la fonctionnelle 


T(x, 1)=J @)+2 Ag: (x), (10.73) 


OÙ À — (As Ào - + «» Âm) eSt pour l'instant le vecteur inconnu des 
multiplicateurs de Lagrange. 

La recherche du minimum libre de la fonctionnelle 7 (x, À) 
ne présente aucune difficulté et s'effectue à l’aide de la méthode du 
gradient. Pour cela il faut générer la solution des équations différen- 
tielles de descente 


dz dI oJ Le ôgi » 
+ = — P(t) — PU PE 2h a . (10.74) 
dÀ 
= —pgi(x), z(0)=2%y A (0)= os 


J— 1, Des It i— À, 2: 5525: 


où À, Sont des valeurs initiales arbitraires des multiplicateurs de 
Lagrange. 

Les équations de plus rapide descente comprennent deux types 
d'équations différentielles. A partir des premières qui dépendent 
de la fonctionnelle initiale à minimiser J (x) et des liaisons (10.71) 
données on génère z; (t). Les secondes servent à générer À, (£) et dépen- 
dent uniquement des liaisons. Il est essentiel que lorsque zx ({) 
vérifie la i-ème liaison (£g, (x) = 0) le multiplicateur 4, correspon- 
dant prend une valeur constante. 
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La méthode des multiplicateurs de Lagrange permet donc de rame- 
ner le problème de l’extrémum lié à un problème de l’extrémum libre 
moyennant une augmentation de la dimension du problème initial 
d'un nombre égal à celui des liaisons imposées. 

2) Méthode des fonctions de pénalisation. 
Contrairement à la méthode exacte des multiplicateurs de Lagrange, 
cette méthode est approchée. Elle consiste également à ramener le 
problème de l’extrémum lié à un problème de l’extrémum libre 
par transformation de la fonctionnelle à minimiser. Le minimum lié 
de la fonctionnelle J (x) avec des liaisons du type (10.71) est con- 
fondu avec l’extrémum libre de la fonctionnelle 


I (x) = y] (x)+— D Met (x) (10.75) 
= 1 
ou 


L(æ)= 97 (0) + Ÿ LL [gi(æ) |. (10.76) 


Dans les deux cas À; © y > 0 sont des nombres assez grands choisis 
à l'avance. On remarquera que dans la méthode des multiplicateurs 
de Lagrange, pour une structure similaire de la fonctionnelle (10.73), 
les quantités À, étaient inconnues et il fallait les déterminer. 

Les termes positifs Ag? (x) et A4 | gs (x) | sont appelés fonctions 
de pénalisation. Si les liaisons (10.71) imposées à x sont réalisées, 
alors Z (x) = J' (x). Dans le cas contraire chaque terme gi (x) ou 
| £: (x) | des seconds membres de (10.75) et (10.76) caractérise l'écart 
de x par rapport à la surface g, (x) = 0 (i = 1, 2, .). Plus les 
nombres À, sont grands, plus la valeur de la fonctionnelle I (æ) 
sera élevée et donc plus sera importante la pénalisation pour violation 
des liaisons. Courant a montré que lorsque À; —> o le minimum libre 
de la fonctionnelle se confond avec la valeur exacte de l’extrémum 
lié, lequel peut être déterminé par la méthode des multiplicateurs 
de Lagrange par exemple. 

Signalons que lorsqu'on recherche les maximums liés par la 
méthode des fonctions de pénalisation, il faut remplacer les fonction- 
nelles (10.75) et (10.76) respectivement par 


m 


L(æ)=v (æ)—+ D Mgt(æ), L(æ)= 7 (&)— D Me (æ)l, 


i= 1 i=] 


où tous les À, >> 0 sont de grands nombres comme précédemment. 
Ces fonctionnelles ne diffèrent des fonctionnelles (10.75) et (10.76) 
que par le signe de la pénalisation globale pour violation des liai- 
SOnS. 
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La méthode des fonctions de pénalisation est largement utilisée 
en raison. de la simplicité de l'appareillage qu’elle met en jeu. Il 
est aisé de remarquer que les équations différentielles de plus rapide 
descente correspondant aux fonctionnelles (10.75) et (10.76) sont : 


m 
dz oJ 1) 
= PvP E) D Mer (x) DE: 
im À 
dx os en à 
a POV —P 0 D use sign Les (æ)l 
où p (t) est une fonction paramétrisante que nous supposerons égale 
à l'unité dans la suite. 
Interprétons géométriquement la méthode des fonctions de péna- 
lisation sur l'exemple simple de la minimisation de la fonctionnelle 


J (x,, ze) avec la liaison g (x,, x,) = 0. Il faut minimiser la fonc- 
tionnelle 


Lau m)= vf (eu 2) ++ Met (zx, 2) 


en générant les solutions des équations différentielles de descente 


dr 9J 0, 
dz 0J Ô 


La figure 10.4 représente sur le plan x,07, les lignes de niveau 
de la fonctionnelle J (x,, x.) sous forme d’une famille de courbes 
J (2z,, z2) = const et les lignes de niveau de la fonction F (x,, x) = 
= g?(x;, ze). La surface F (x, x.) = g° (x;, x.) rappelle un ravin 
dont le fond g (x;,, ze) = 0 est figuré par la ligne grasse. L'autre 
ligne grasse est la ligne de niveau de la fonctionnelle J (x,, x:) 
qui est tangente à la courbe g (x,, ze) = 0 au point de minimum 
relatif M. 

Les équations différentielles de descente admettent une inter- 
prétation géométrique simple. En effet, en vertu de (10.77) et (10.78), 
le point représentatif possède en tout point #, du plan z,0zx, (à l’ex- 
clusion de la courbe g (x,, x;) —0) deux composantes de la vitesse. 
La première composante, v,, assure son déplacement dans une direc- 
tion perpendiculaire aux lignes de niveau de la fonctionnelle J (x,, ze), 
la seconde, v,:, dans une direction perpendiculaire aux lignes de 
niveau de la fonction F (x,, x.) — g° (x, x2). La vitesse v, est pré- 
pondérente devant v, comme conséquence de À © y. Donc le point 
représentatif se déplace vite vers le fond du ravin et relativement 
lentement dans la direction du minimum de la fonctionnelle J (x;, x:) 
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Une fois qu'il a atteint le fond, il se dirige vers le minimum de la 
fonctionnelle J (x,, z.) sous l’action de v, et regagne rapidement 
la courbe g (x,, z:) = 0; puis il se déplace de nouveau vers le mini- 
mum de J (z,, x.) et revient ensuite sur la courbe et ainsi de suite. 
‘On assiste ainsi à une lente dérive du point représentatif au voisinage 
de la courbe g(x,, x.) = O vers le minimum de J (x,, x.) = 0. 


QT. Lo) = const 
(TZ. To) °0 


T2 


[Fig. 10.4 


Le mouvement de translation du point représentatif vers le minimum 
de J (x,, x.) prend fin au point M d’extrémum lié, car les deux com- 
posantes v, et v. deviennent colinéaires. Au voisinage du minimum 
il ne subsistera que des déplacements rapides du point représentatif 
sur les versants du ravin. 

2. Conditions du type contraintes. On recherche l’extrémum de la 
fonctionnelle J (x) avec des contraintes à l'aide de la méthode des 
fonctions de pénalisation exposée plus haut. Mais il faut préalable- 
ment remplacer le système de contraintes g, (x) > 0 (i = 1, 2, ... 

-., m) par un système de liaisons équivalentes par introduction 


de fonctions auxiliaires. Les fonctions auxiliaires les plus commodes 
sont 


Yi (x) — $£i (x) sign &i (x), L — 1, 2, ss M, (10.79) 
où 


O0 pour g,(x)>0, 


Sign gi (2) = | 1 pour g;(x) << 0. 
Donc 


0 pour g:(x)>0, 


ve (0)= | 2 CE) cour 2) 0. i—1, 2,...,m. 
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Après modification du type des conditions, la recherche de l’ex- 
trémum lié est facilement accessible. Etudions maintenant la maxi- 
misation de la fonctionnelle J (x) avec des contraintes. En vertu de la 
méthode des fonctions de pénalisation, il faut chercher le maximum 
libre de l’une des fonctionnelles 


I(x)=vJ (x)—+ D AMV (x) (10.80) 
ii 
ou 
L(æ)= V7 (œ)— À Ml be (æ), (10.81) 


où tous les À, © y > 0. 

Il est aisé de remarquer que lorsque le vecteur x vérifie le système 
de contraintes donné, on a Z (x) = y J (x). 

Arrêtons-nous pour commencer sur la fonctionnelle (10.80) et 
cherchons les équations différentielles correspondantes de plus rapide 
montée. Auparavant simplifions l'expression de la pénalisation glo- 
bale (10.80) et, tenant compte de [sign g, (x)}? = sign g, (x), met- 
tons la fonctionnelle (10.80) sous la forme: 


m 
1 : 

T(x)=YJ (x)—- Ÿ Mei (x) sign gi (x). (10.82) 

ii 
Pour (10.82) les équations différentielles de plus rapide montée sont 

m 
dz ôJ ôgi - 
a Va; À Me(e)g;sien gi (U, (10.83) 
j=1, 2, 7 Te 


Passons maintenant à la fonctionnelle (10.81). Compte tenu de l’iden- 


tité évidente g, (x) sign g; (x) — —|#ÿ1 (x) |, cette fonctionnelle se 
met sous la forme plus simple 


I(x)=7vJ (x)+2 Mg: (x) sign gi (x), (10.84) 


et l'équation différentielle de plus rapide montée s'écrit 


 — : 
Von t DM sign gr(x), j=1, 2,...,n. (10.85) 


imi 
Toute équation différentielle de la forme (10.83) ou (10.85) 
est constituée en fait de deux équations. En effet, lorsque x vérifie 
15—0654 
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les contraintes g, (x) > 0 (i = 1, 2, ..., m), alors sign g, (x) = 0 
et les équations différentielles de recherche de l'extrémum s'écrivent 


DV j=1, 2, ...,n. (10,86) 

Dans le cas contraire, lorsque l’une au moins des contraintes 
gi (x) > 0 est violée, le processus est décrit par les équations (10.83) 
ou (10.85), car sign g; (x) = 1. Donc le système des contraintes 
partage l’espace vectoriel x de dimension n en deux domaines. L’équa- 
tion (10.86) est associée à un domaine, l'équation (10.83) ou (10.85) 
à l'autre. On dit des processus décrits par des équations différen- 
tielles composées qu’ils sont de structure variable. 

La figure 10.5 interprète géométriquement pour$r —,2 et m — 1 
la recherche du maximum lié de la fonctionnelle J (x;,, z.) avec une 


Ty, 


(ZrT?)=0 


Fig. 10.5 


seule contrainte g (21, ze) > 0. La contrainte g (x, z.)ÿ> 0 définit 
sur le plan z,0zx, le domaine des valeurs admissibles des variables 
Z,, TZ: pour lesquelles g (x, z.) > 0 et sign g(x,, x.) = 0. Les 
points du plan z,0x, extérieurs à ce domaine vérifient la relation 
inverse g (z,, ze) < 0 et sign g(z,, ze) = 1. La frontière est la 
courbe g (x;, z2) = 0. La famille de courbes est celle des lignes de 
niveau de la fonctionnelle J (z;,, z.). Le maximum lié M cherché 
correspond au point de tangence d’une ligne de niveau avec la courbe 
£ (Zn Ze) = 0. La trajectoire du point représentatif est issue du 
point M,. Elle est décrite par le système d'équations différentielles 
(10.86) tant que la contrainte g (xz;,, z2) > 0 n’est pas violée. Dès 
que la trajectoire coupe la courbe g (z,, x.) = 0, le processus est 
décrit par les équations (10.83) ou (10.85) qui renferment, elles, 
deux composantes de la vitesse. L'une est dirigée vers le maximum 
de la fonctionnelle J (x;,, x.) avec un coefficient de proportionnalité 
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Y, l'autre suivant la normale à la courbe g (x,, x.) — 0 dans la 
direction du domaine admissible avec le coefficient de proportion- 
nalité À. Le mouvement dans la direction du domaine admissible 
est prépondérant devant le mouvement vers le maximum de la fonc- 
tionnelle J (x). Mais dès que le point représentatif accède au domaine 
admissible, il ne reste en jeu qu'une composante de la vitesse qui 
réalise le mouvement vers le maximum. Donc soit le point repré- 
sentatif traverse la frontière g (z;,, x.) = 0 et s'éloigne du domaine 
admissible, soit il y revient de nouveau. Le point représentatif donne 
l'impression de glisser sur la courbe g (x,, x.) = 0 en se‘rapprochant 
du point cherché M. Ce mouvement porte le nom de régime de glis- 
sement. Pour qu'il se manifeste il est nécessaire que À > Y. 

3. Conditions de type mixte. La recherche de l'extrémum lié 
d'une fonctionnelle avec des conditions mixtes est commode à effec- 
tuer avec la méthode des fonctions de pénalisation. A cet effet il 
faut préalablement remplacer toutes les contraintes par des liaisons 


équivalentes. 
Si donc l’on maximise une fonctionnelle J (x) de n variables 
avec les liaisons g; (x) = 0, i = 1, 2, ..., m, et les contraintes 


Pa (z) > 0, k = 1, 2, ..., 1, en vertu de la méthode des fonctions 
de pénalisatio cn cherche l’extrémum libre* de la fonctionnelle 


m l 
I(x)=yJ(x)—+ D Met(x)—+ D pagi(x) sign px; 


imi k=i 


ou 


m 
(x)= y] x)— SN Ale: (xX|— D Il (x)]sign pr (x), 
in 1 Remi 
où tous les À, © y > 0, px D +. 
4. Remarques sur la réalisation de la méthode des fonctions de 
pénalisation sur machine. La lourdeur des expressions analytiques 


(10.83) et (10.85) risque de donner l'illusion qu'elles seront difficiles 
à générer sur machine. En réalité les? dépendances® 


| sf0 pour g(x)>0, 
signe (ET, pour gi(x)<< 0; 


| Et 0 pour g,(x)>0, 
Ag: (x) sign gi @œ)={ gi {æ) Fpour g;(x)<0 


sont assez simples à réaliser par des relais électroniques à diodes 
organisés sur la base de limiteurs d'amplitude ($ 10, chapitre 2). 
Ce fait a suggeré le choix des fonctions auxiliaires sous la forme 
(10.79). La figure 10.6, a et b, représente les blocs correspondants et 
leurs équivalents électriques. 


15° 
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Les contraintes zx; > 0 ou z; < 0 sont très faciles à réaliser. 
La figure 10.6, c et d, représente deux tels blocs. On remarque que 


ASign gx) LA 
k L 


Fig. 10.6 


la réalisation de ces contraintes sur machine nécessite le branche- 
ment d’une seule diode dans le circuit de contre-réaction de l’ampli- 
ficateur opérationnel qui délivre la variable z,. 


$ 5. Exercices 


1. Trouver des expressions mathématiques nécessaires telles que 
la machine puisse, d'après des fonctions données y, (f) et y, (t), 
générer la solution z, (t) et x, (f) du système d'équations 


zy(t) cos z2(t) + ya (t)=0, 
Z4 (t) sin z2 (t) + ya (t) = 0. 


Justifier la méthode choisie. 

2. Montrer qu'une condition suffisante de stabilité des solutions 
des équations de descente (10.47) avec p, (ft), j = 1, 2, ..., n, 
est que le jacobien du système (10.37) soit à diagonale dominante 
au sens 

ôF:\2 
(a) >> 


ii 


OF, 8) 


Ôzy 0zy i= 1, 2, .. 


= 


9 
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3. Montrer qu'une condition suffisante de stabilité des solu- 
tions des équations différentielles de descente (10.47) avec 


1 . 
Pere : 1=1;2,:::;0, 


est que le jacobien du système (10.37) soit à diagonal dominante au 
sens 


> À 


j#i 


of. 
Ôz; 


Fi 
0x} 


° i = À, 2, .. le 


4. Simuler par les méthodes habituelles de la programmation le 
système 


2 — Tot 2z23+3—=0, 

St + 5Zo — 2173 — 1 = 0, 

ZT] — 4te + 1078 = (. 

9. Simuler par les méthodes habituelles de la! programmation 
le système d'équations 

Ze + Ts + za + 1—=0, 
2x4 + zs + 2x — 1 = 0, 
T1 + Le + 22, +1 =0, 
TZ F Te + Ts —1—=0. 


Justifier la méthode choisie. 
6. Programmer la résolution sur machine de l’équation algébrique 


+G6Grz+2—=0. 
7. Programmer la minimisation de la fonctionnelle 
J(x)=r+ +97 
avec les contraintes 

Zi + To + Zs—2<0, 
Ti — Le — 2<0, 
Ty + 2XZe — 223 +3 < 0, 

n>0, x >0, 2 >0. 


CHAPITRE 11 


CINÉTIQUE DES RÉACTIONS ISOTHERMES 
HOMOGÈNES 


$ 1. Réactions du premier ordre 


La cinétique chimique a pour objet l'étude des phénomènes 
relatifs aux variations par rapport au temps de la concentration 
des substances entrant en réaction. La vitesse d’une réaction chimique 
se définit comme la variation dans l'unité de temps de la concentra- 
tion des corps mis en présence. 

La description mathématique de la cinétique des réactions est 
basée sur la loi d'action des masses, en vertu de laquelle la vitesse 
d’une réaction chimique est proportionnelle au produit des concen- 
trations des corps mis initialement en présence. 

Deux substances À et PB entrent en réaction. La vitesse de la 
réaction v est donc: v = kC\ (t)Cm(t), où CA (t) et Cg(t) sont 
les concentrations courantes des substances À et B, k le coefficient 
de proportionnalité, qui ne dépend pas de la concentration des 
corps réagissants. On l'appelle constante de la vitesse de réaction. 
Cette constante croît avec la température. La vitesse de la réaction 
dépend par ailleurs de la molarité de la réaction, qui est fonction 
du nombre de molécules intervenant à chaque étape de la réaction. 

Considérons des réactions du premier ordre qui sont caractérisées 
par l'existence d'un seul produit initial. La cinétique de ces réactions 
est décrite par des équations différentielles linéaires. 

1. Réaction irréversible du premier ordre. Un corps À se trans- 


forme en un corps B en vertu du schéma AB, où k est la cons- 
tante de la vitesse de réaction, À le corps initial, B le produit final 
de la réaction. Nous n'avons ici qu'un seul produit de départ, c'est 
pourquoi la vitesse ne dépend que de la concentration C,(t). 

En vertu de la loi d'action des masses, les équations différentielles 
de la cinétique s’écrivent 


Catt)=—KCa(t); Cat) =kCa(t) (11.1) 
avec les conditions initiales C4 (0) = Cu0, C8 (0) = C'po- L® signe 


« moins» de la première équation indique que la concentration du 
corps À diminue au cours de la réaction. De façon analogue Île signe 
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« plus » de la deuxième équation correspond à un accroissement de la 
concentration du corps B. 

Le schéma fonctionnel de la figure 11.1 génère la solution du 
système d'équations linéaires (11.1). 

2. Réaction en chaîne irréversible. Elle se déroule selon le schéma 


AD CSD 9E. 


A est le produit de départ, B, C et D les produits intermédiaires, 
£E le produit final, k,, k., ks, k, les constantes des vitesses des 
diverses étapes de la réaction. Au,cours de 
la réaction la concentration de À diminue, 
celle du produit final £ augmente. La con- 
centration des produits intermédiaires com- 
mence par augmenter pour diminuer en- 
suite. Le facteur 2 de la dernière étape est 
le coefficient stœchiométrique: il tient 
compte de la molarité de l’étape. 

Si l'on applique à chaque étape de la 
réaction la loi d'action des masses, on 
obtient le système d'équations différentielles de la cinétique: 


CA (t) = —kiCa (£), Ca (0) = Cao 

CB(t)= kiC à (t)— ki 5 (t), CB(0)=0, 

Ce(t)= kaC 8 (t) — ksCc (t), Cc(0)=0, (11.2) 
Cp(t)=ksCc(t)—kiCp(t), C(0) = 

Cr ()=2kC) (t), Cr(0)=0. 


Le schéma fonctionnel correspondant à ce système d'équations 
est représenté sur la figure 11.2. Il met en jeu cinq intégrateurs, 
c'est-à-dire le nombre de composants de la réaction. L'intégrateur 6 
et le circuit de commande préprogrammée constituent le mesureur 
du temps qui assure l’arrêt programmé de la résolution aux instants 
donnés té; (les interrupteurs Clé 1 et Clé 2 sont en position basse). 

L'instant f; est donné par le diviseur Div. Par ailleurs le 
circuit de commande préprogrammée est susceptible d'être utilisé 
pour interrompre la résolution à l'instant où l’un des produits 
intermédiaires (sur la figure, le produit B) atteint sa concentration 
maximale. Pour réaliser cette interruption, le sommateur 7 délivre 
en vertu de la deuxième équation du système (11.2) la variable 
C3 (t) qui est appliquée à l'entrée du circuit de commande prépro- 
grammée (la Clé 1 et la Clé 2 sont en position haute). Le circuit de 
commande préprogrammée interrompt la génération de la solution 
dès que la variable C3 (ft) prend la valeur zéro, ensuite on peut 
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figer à la sortie de l’intégrateur 2 le maximum de C,(t) et, à la 
sortie de l’intégrateur 6, l'instant correspondant à ce maximum. 
On détermine de façon analogue les extrémums des concentrations 
des autres produits intermédiaires. 


cirouit 
de commande 
Qr'EPTOGTONNTIÉE 


Dir 
A sr 5 
los ABC D 2€ 
F 
F D -G(Q 
Fig. 11.2 


3. Réaction parallèle irréversible du premier ordre. Elle s'effectue 
selon le schéma 
m7? 
FR 
a\ C 


Au terme de la réaction le produit initial donne un produit final 
et un produit secondaire C. La cinétique de la réaction est décrite 
par les équations 


Ca (t)= — (s + ke) Ca (£), Ca (0) = Cao: 
Cp(t)= k1C A (t), C8(0)=0, 
Co(t)= keC à (+), Cc(0)=0. 


Le schéma fonctionnel correspondant est représenté sur la 
figure 11.3, a. 
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&. Réaction réversible du premier ordre. Elle se déroule selon le 
ki 
schéma À :7 B auquel correspond le système d'équations différen- 


tielles de ja cinétique 
Ca(t)= —hk3Ca(t) + hkeC 8 (t), 
CB(t)=kiC x (t) — k:C 8 (t) 
Ca(0)= Cao CB(0) = 0. 


Le schéma fonctionnel générant la solution de ce système est 
représenté sur la figure 11.3, b. 


k 78 
1T 
k C 
k, 
A 
#2 


Fig. 11.3 


Pour les schémas plus ramifiés de réactions chimiques du premier 
ordre, les équations différentielles de la cinétique sont composées 
en vertu de la loi d'action des masses comme précédemment. 


$ 2. Réactions complexes 


Passons maintenant à l'examen des réactions complexes qui 
font intervenir deux produits de départ. Sur le plan mathématique 
il correspond à ces réactions des équations différentielles non linéaires 
de la cinétique qui, en principe, ne possèdent pas de solutions analy- 
tiques. 
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9. La réaction s’effectue selon le schéma A4 +B#+C . En vertu 


de la loi d'action des masses, les "équations différentielles de la 
cinétique s’écrivent 


CA (£) ee kC\ (£) CB (£), Ca (0) = Co; 
CB(t)= —kCa(t) Ca (t), Cg(0)= Cp, (11.3) 
Co(t)= kC A (t) Ca (t), Ce(0)=0. 


C'est un système d'équations différentielles non linéaires avec des 
conditions initiales. Le schéma fonctionnel réalisant la solution de 


ee 


‘Fig. 11.4 


ce système est représenté sur la figure 11.4, a. Le montage comporte 


un multiplieur pour la formation des seconds membres du systè- 
me (11.3). 


6. La réaction se déroule suivant le schéma 4 LB5C D. 
Cette réaction ‘est caractérisée par la présence du produit intermé- 
diaire C. Les équations différentielles de la cinétique seront: 


Ca(t)= —kiCa(t) Ca(t), Ca (0) = Cas 

CB (£) or kiCa(t) Cr (£), C2 (0) = C'p0; (11 4) 
Cc(t)=hkiCa(t)Cn(t)—hk2Cc(t), ,  Cc(0)=0, | 
Cp(t)=k2Cc(t), Cn(0)=0. 


Le schéma fonctionnel correspondant est représenté sur 1a figu- 
re 11.4, b. 


$ 7 RBACTIONS COMPLEXES 


4; Clt)C(t) 


Fig. 11.5 


—#,Glt)Calt) 


-k C(t)Co(t) 
Fig. 11.6 
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A +B CC 
7. La réaction s’opère suivant le schéma C + B°,2 D. À et B 
sont les produits de départ, C un produit intermédiaire, D le produit 
final. Le système d'équations différentielles de la cinétique corres- 
pondant est: 


CA (t)= —kiCa (1) Ce (£), Ca (0) = Cao 
Cp(t)= —kiC 4 (6) Con (4) — k2C (t) Ce (t). CB(0)= Co, 
Ce (#) = EC a (0) Co ()— KO (D) Colt} Ce(0)=0, 
Cp(t)=k2CB(t) Ce (t), Cp(0)= 0. 


Le schéma fonctionnel est représenté sur la figure 11.5. 
8. La réaction réversible s’écoule suivant le schéma 


k 
A +B—C + D. Le système d'équations différentielles est 


Ca(t)= —kiCà (Et) Ce (£) + k2C c (4) Cp (t), Ca (0) = Cao 

Ca(t)= — Ha (+) Co(t)+ Co (t) Co (#), Cr (0) = Co, 

Co(t)= ki a (2) Ce (4) — k2Cc (t) Cr (t), Cc (0)=0, 

Cp(t)= kiC 4 (t) Ca (t) — k2Cc (€) Co (+), Cp (0) = 0. 
Le schéma fonctionnel est celui de la figure 11.6. 


$ 3. Contrôle de la machine. Choix 
des échelles 


Lorsqu'on étudie la cinétique des réactions chimiques, la méthode 
de la variable redondante ($ 4, chapitre 4) convient bien au contrôle 
du calculateur analogique. Montrons sur l'exemple de la réaction 


A<+B RL C _ D la marche à suivre. Pour relation de contrôle 
prenons la somme 


y (++ Ca (++ C()+Co(+Cp(t)=0, 


où y (t) est la variable redondante dont il faut trouver l'équation 
différentielle déterminante. Dérivons à cet effet la relation de con- 
trôle par rapport à t: 


y ()++ Cat) + Ca(t)+Ce(#)+CD(t)=0 


et portons dans cette expression les dérivées C4 (t), CB (t), Ce (€) 
et Cp (t) tirées des équations différentielles de la cinétique (11.4). 
Cette substitution nous fournit l'équation différentielle déterminante 
pour la variable y (t): 


y'()=0, y(0)=—+ Cao —+ Canoe 
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Cette équation différentielle d’une simplicité inattendue admet une 
interprétation chimique simple liée à la loi de conservation de la 
matière. La variable redondante y (ft) est une constante égale à 


1 
— 7 (Cao + C po): 
Donc, en générant le système d'équations différentielles (11.4), 


on peut contrôler le fonctionnement de la machine à l’aide de la 
relation simple 


+ Ca (6) — Cao ++ IC (1) — Cao] + Co (#) + Co(t) =0 


qui est réalisée sur la machine en même temps que le système (11.4). 

Dans les calculateurs analogiques, les variables mathématiques 
sont représentées à l’aide d’échelles par des tensions électriques : 
les variables machine. On ne peut calculer les échelles que lorsqu'on 
connaît les valeurs maximales des variables mathématiques. Dans 
les problèmes de cinétique chimique, les variables mathématiques 
dépendantes sont figurées par les concentrations des produits, qui 
sont fonctions du temps. Les bornes de variation des concentrations 
des produits sont très souvent faciles à déterminer d'après la nature 
même de la réaction étudiée. 

A titre d'exemple procédons à un choix des échelles des concen- 


: R1 he . 
trations pour la réaction 4 + B—>C-—> D,en supposant que toutes 
les valeurs: C4 (0) = Cao Cp (0) = Cpor X1r 2 Sont données dans 
les mêmes unités et en outre C4o >> Co- On choisira les échelles 
pour les variables C, (t), Cat), Ce (t) et Ch (t). Il est nécessaire de 
déterminer les valeurs maximales des concentrations de tous les 
produits. En vertu du schéma de la réaction dans laquelle tous les 
coefficients stæœchiométriques sont égaux à l'unité, on peut affirmer 
que la concentration maximale C4 (t) du produit intermédiaire C 
et la concentration C,(t) du produit final D ne peuvent excéder 
Cs0 et a fortiori Co. Pour la commodité de la comparaison des 


données, on prendra la même échelle m = F. pour représenter 
0 


les concentrations de tous les produits. 

Le circuit de commutation du calculateur MH-7M qui correspond 
à la cinétique de la réaction considérée est représenté sur la figu- 
re 11.7. Ce circuit met en jeu un sommateur 9 qui délivre une ten- 
sion électrique correspondant à la variable C&(t). Lorsque cette 
variable passe par zéro, le circuit de commande préprogrammée 
(l'interrupteur Clé est en position basse) stoppe la machine et l’on 
peut relever la valeur maximale de la concentration du produit inter- 
médiaire C. L'intégrateur 16 qui fait office de mesureur du temps 
(£* = 0) note le temps qui correspond à la concentration maximale 
de C. Lorsque l’interrupteur Clé est en position haute, l’intégrateur 
16 et le circuit de commande préprogrammée permettent de stopper 


L'Ir ‘AI 
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la résolution à n'importe quel instant {* préfix. La quantité {* 
est donnée sous forme de la condition initiale de l'intégrateur, 16. 
Le sommateur 10 délivre l’erreur e de la relation de contrôle, qui 
est estimée par le voltmètre V1. 

La concordance des échelles est due à la mise en{ jeu: d’un multi- 
plieur qui, par suite de la présence du facteur: d'échelle 0,01, impli- 
que un choix convenable des coefficients de transfert as, @&y, a. 
Etablissons la relation mathématique à laquelle doivent: nécessaire- 
ment satisfaire ces coefficients qui sont pour l'instant inconnus. 
Puisque l'on désire obtenir à la sortie de l’intégrateur 5 la variable 
mC \ (t), il est nécessaire d’appliquer à son entrée la dérivée, de 
cette quantité, i.e. mCA (t) ou, ce qui revient au même (cf. les équa- 
tions (11.4)), la variable mk.C\ (t).C 3 (t). 

Par ailleurs la variable à appliquer à l'entrée de l’intégrateur 5 
peut être représentée en fonction de la variable de sortie du multi- 
plieur et du coefficient de transfert inconnu œ 


m3 ” 
mil () Ce () = CA (E) Ca (t) @s, 
d'où l'on déduit 


400%, 
Œs —= me — kaC 40- 


On a donc exprimé le coefficient de transfertÿen fonction des para- 
mètres initiaux du problème. Pour fixer les idées prenons k, = 1; 
ks = 0,5; Cho = 4; Cro = à Donc az = 4. 


$ 4. Exercices 


Etant donné le schéma d’une réaction, on demande ses équations 
différentielles de la cinétique, les schémas fonctionnels et de com- 
mutation, le schéma de contrôle. 

Générer les solutions des équations différentielles de la ciné- 
tique. Modifier l'échelle du temps de génération de telle sorte que 
les processus s'établissent en 15 à 20 s. Relever*les valeurs de la 
concentration de tous les produits avec un pas d’une seconde” de 
temps machine (i.e. 15 à 20 points). 

S'assurer de l'efficacité du contrôle en déconnectant du montage 
principal les circuits appropriés. 

Déterminer l'instant et la valeur de la concentratior | maximale 
des produits intermédiaires de la réaction à l’aide du circuit de com- 
mande préprogrammée. 

Visualiser et reproduire les courbes” de la forme C = œ (C;), 
où Cx est la concentration du produit final, C la concentration 
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du produit initial ou intermédiaire: 


1) AS BTS 20, Ci (0)= 4: 
2) AB CSD, Ca(0)=4, Cr(0)=33 
3) AÏS B2% 3C. Ci (0)=5; 
4) A+B 5 C ?5 9D, Ca(0)=2, Cp(0)=5: 
377 
5) À 
| DNS 0,5 
0,37 D: 
6 4+BS C4 Cu(0)=4, Cr(0)=5; 
MEN, 
E 


DAS B SC SD SSE, Ca1(0)=10. 


Les valeurs numériques des constantes de la vitesse des réactions 
et les concentrations initiales des produits de départ sont données 
dans un même système d'unités. 


CHAPITRE 12 


RÉSOLUTION ET ÉTUDE DES JEUX 
DE DIMENSIONS 2X m 


$ 1. Notions fondamentales de la théorie 
des jeux 


Lorsqu'on résout des problèmes pratiques relevant de l'économie, 
de l’organisation et la gestion de la production, ainsi que de l'art 
militaire, on a souvent à envisager des situations de conflit. Les 
situations de conflit opposent les intérêts de deux ou plusieurs 
parties antagonistes. La théorie mathématique de l'analyse des situa- 
tions conflictuelles est une discipline toute jeune encore qui porte 
le nom de théorie des jeux. L'objectif de cette théorie est de définir 
les lois du comportement optimal des antagonistes dans les situa- 
tions conflictuelles. La situation conflictuelle la plus simple est 
le jeu. Ce dernier se distingue des autres situations conflictuelles 
en ce qu'il obéit à des règles rigoureusement définies. 

Deux personnes À et B jouent à un jeu sous la surveillance d’un 
arbitre. Le premier joueur dispose de À coups, le second de AN. 
Ce jeu est appelé jeu rectangulaire de dimensions M X N. Si 4 
joue son i-ème coup et B son j-ème, le gain de À est a;;, celui de B, 
—a;,. Le gain de À pour tous les à et j peut être consigné dans un 
tableau appelé matrice des règlements ou simplement matrice du 
jeu : 

A=la;], it; 2, MS Jess Ne 


Les éléments de cette matrice s'appellent règlements. Ils représen- 
tent le gain du joueur À et peuvent être positifs ou négatifs. Si 
a; > 0, le joueur À a gagné, si a;; 0, il a perdu et doit régler 
cette somme au joueur B. 

Chaque coup d’un joueur est appelé stratégie ou stratégie pure. 
Les joueurs ont le trait simultanément, c'est pourquoi ils ne savent 
rien du coup de l'adversaire. L’arbitre se fonde sur la matrice des 
règlements pour déterminer après chaque trait la somme à verser. 
Les joueurs jouent coup après coup. Chacun s'efforce de mener 
son jeu de façon à faire profiter le moins possible son adversaire 
de ses stratégies. Pour cela il faut que chaque joueur fasse alterner 
ses stratégies conformément à une loi aléatoire. Les stratégies pures 
qui sont utilisées avec une certaine fréquence sont appelées stratégies 
mirles. 


16—0654 
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Soit z; la probabilité que le joueur À joue son i-ème coup et 
y; la probabilité que le joueur B joue son j-ème coup. Le gain moyen 
du joueur À est donc 


N M 

f(x, y =Ù À ayrixs. (12.1) 
j=1 11 

M N 


Il est évident que Y, x; = 1, à, y; — 1. Certaines stratégies ne 
1 


= j= 

présentent aucun intérêt, leur probabilité d'utilisation est nulle. 
Celles qui interviennent le plus souvent sont appelées actires. 

Le joueur À désireux de s'assurer un gain moyen maximal se 
livre au raisonnement suivant : « Supposons que B sache mon choix, 
il devra donc prendre y; de façon à minimiser mon gain, i.e. f (x, y). 
Dans ce cas je prends z; de manière à maximiser mon gain.» Le 
gain moyen du joueur À sera 


Va = max minf(x, y). (12.2) 
x y 


En faisant le même raisonnement, le joueur B ne perd pas plus que 
vg=minmaxf(x, y). (12.3) 
y x 


En théorie des jeux on démontre le théorème de minimax qui dit 
que v1 = Ug. Si le choix de x et y obéit à (12.2) et (12.3), on dit 
que les joueurs utilisent optimalement leurs stratégies mixtes. La 
quantité v, est appelée valeur du jeu. 

La matrice du jeu peut posséder un terme qui soit à la fois mini- 
mum dans sa ligne et maximum dans sa colonne ou vice versa. 
Les jeux de ce type sont appelés jeux à point selle ou à col. Dans 
ces jeux, les joueurs doivent s’en tenir à leurs stratégies pures qui 
se coupent au point selle. L'existence du point selle dans le jeu 
est un cas exceptionnel qu'il ne faut éventuellement pas perdre 
de vue. 

Si va = 0 le jeu est dit équitable ou à somme nulle. Un joueur 
qui joue à ce jeu assez longtemps et optimalement ne perd et ne 
gagne rien. Si v, — 0 le jeu est inéquitable ou à somme non nulle. 

Si le joueur À ne se tient pas à ses stratégies mixtes optimales 
contrairement au joueur Z, son gain sera inférieur à celui donné 
par l'expression (12.2). 

Les stratégies optimales mixtes sont définies par les éléments 
de la matrice du jeu {a,;]. Une variation des règlements a,;; entraîne 
généralement une variation des stratégies mixtes optimales. Toutefois 
la physionomie du jeu ne change pas si l’on ajoute une même valeur 
constante à tous les règlements ou si on les multiplie par un même 
nombre positif. Ces transformations ne toucheront que la valeur 
du jeu. Etudions cette propriété avec plus de rigueur. 
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Soit un jeu de matrice 
(aislé, 141, 2 MS 71152, SN, 


La valeur du jeu qui est égale au gain moyen du joueur À sera 


N M 


Va = max min d, à) @ytiÿg. 
x y jui immi 


Ajoutons maintenant à tous les règlements la quantité b, i.e. pour 
le nouveau jeu on aura ajj = a;y + b. La valeur du nouveau jeu 
sera 


N M 
‘ e L a 
va = max min à Y (a;3 + bd) ziys = 

x y j=iisi 

N M N M 

k Q@ 
— nlax min b2 > b ziÿy+ D > auytiyy) — 
x V 3=1 _ j=i in { 
N M 


— b+ max min à 2 ait = 0 +va. 
x y j=li= 


De façon analogue, si l’on multiplie les règlements par À > 0, 


ai; = ay), 
la valeur du nouveau jeu sera 
à M N M 
ù L 
VA — Max min Y, ÿ» haiyriys= max min > >: ŒijTiYj = AU. 
x VO j=i i=1 y j=1 i= 1 


Résoudre un jeu de dimensions m X n, c’est en déterminer les 
stratégies mixtes optimales et la valeur. Si ce jeu ne possède pas 
de point selle, on s'arrange pour diminuer ses dimensions ou pour 
chercher un jeu carré m X m(m<n) dont toutes les stratégies 
soient actives. 

Les applications de la théorie des jeux se heurtent à des diffi- 
cultés dans la détermination de paramètres assez exacts et fiables 
figurés ici par les règlements a;;. Il est donc très important d'étudier 
le comportement de la solution du jeu lorsque certains règlements 
varient. Ce problème n'est pas étudié dans le cas général, mais 
on peut affirmer a priori que cette variation aura une influence 
aussi bien sur la valeur que sur la conduite du jeu. I] est en parti- 
culier très intéressant d'analyser la « sensibilité » des stratégies 
actives aux variations des règlements et de déterminer les valeurs 
critiques maximales des règlements pour lesquelles il se produit une 
modification des stratégies actives. 


16% 
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$ 2. Jeux de dimensions 2X mn et leur 
résolution sur machine 


Le jeu 2 X 2 est le plus simple. Dans un tel jeu les stratégies 
optimales sont ou pures (dans ce cas le jeu possède un point selle), 
ou mixtes. La résolution d'un jeu 2 X m peut être ramenée à celle 


de C}n =? jeux 2 X 2. L'analyse de ces jeux même pour m 
peu grand (m < 10) est laborieuse. Les calculateurs analogiques 
résolvent assez facilement et rapidement ces problèmes. 

Voyons le principe de cette méthode sur un exemple numérique 
simple, dont nous donnerons d'abord une interprétation géomé- 
trique. 

Soit un jeu de matrice 


T IT TI] 
112 3 12 
218 5 1 


Les chiffres arabes 1, 2 désignent les stratégies pures du joueur À, 
les chiffres romains I, II, III, les stratégies pures de l'adversaire Z. 
Supposons que le joueur À utilise les stratégies mixtes x et 1 — x. 
Autrement dit, x est la probabilité que le joueur À se serve de la 
stratégie 1 et 1 — x la probabilité qu'il utilise la stratégie 2. 

Si le joueur B dispose de la stratégie pure ÎÏ, le gain moyen escomp- 
té sera 21 = 2x + (1 — x) 8. De façon analogue, si B emploie la 
stratégie pure II, le gain moyen 
sera 211 = 3z + (1—zx)5. Pour 
la stratégie pure JIII, on aura 
de même ZIIL —= 12x + (1 — x). 
Traçons le graphe de 21, Zrr, 2111 
sur l'intervalle [0, 1]. Sur la figu- 
re 12.1 la fonction polygonale 
Zmin (z)=min {1 (x), 2n1 (x), in (x)} 
est représentée en plus gras. L'uti- 
lisation optimale des stratégies 

Fig. 12.1 mixtes du joueur À est définie 

par la probabilité z* que zu1n (x) 

possède un maximum. Sur le graphe la valeur du jeu est donnée 

par l’ordonnée du point d'’intersection des droites zir et zrix, et la 

stratégie optimale par l'abscisse de ce point. Dans l'exemple traité, 
la valeur du jeu est 4 => et z* — EL 

La résolution de ce problème sur machine se fait de la manière 
suivante. La machine génère les fonctions zr (x), zx (x), Zrtr (x) et 
détermine pour chaque zx celle qui est minimale. Comme la fonction 
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polygonale zm1n (x) est convexe, la dérivée zmin (x) ne devient néga- 
tive qu’à l'instant où x = x*. Le changement de signe de la dérivée 
est utilisé pour stopper automatiquement la machine. A l'arrêt 
de la machine on relève la valeur x — z* et z — max Zmin (Z)- 

Le schéma fonctionnel est représenté sur la figure 12.2. Il met 
en jeu trois intégrateurs qui délivrent les fonctions de règlement 


6 otE£ 
R 
Fe / Le kr > 
z LS -Zmin(Q (oscillo: 
5 TN scope 
4 
LES 


ve 


Arrêt . 
programme 
a {a condition 


ir (£) : 
£'rin«0 


Fig. 12.2 


moyen 21 (t), zrr (t), Zrar (t) pour les stratégies pures du joueur B. 
Ces fonctions sont générées à l’aide des équations différentielles 
déterminantes 


z1(t) = —6, z1(0)=S ; 
z(t)= —2, Z11 (0) —5 ; 
zru (t)= 11, Zrrt (0) = 1. 


La variable indépendante x est figurée par le temps t. Si les stratégies 
pures du joueur B étaient au nombre de m au lieu de trois, dans le 
schéma fonctionnel il aurait fallu changer simplement le nombre 
d'intégrateurs. Les sorties des intégrateurs sont appliquées aux 
entrées du circuit de minimisation des variables. Ce circuit est 
composé de trois diodes, d’un inverseur 5 et de résistances R, et À, 
R, < R. La tension E > z;, j = I, II, III, est appliquée à l’entrée 
du circuit par l’intermédiaire de la résistance R,. Le circuit délivre 
la fonction 


— £min (£) = — min {zr (£), 211 (£), ZI1I1 (£), E} SE 

= —min{z1(t), Zrr(t). Zrr (4)}- 
Cette fonction est dérivée ensuite par rapport à £ à l’aide du dériva- 
teur 6 dont la sortie est appliquée à l'entrée du circuit d'arrêt pro- 


grammé. À l'instant où la dérivée zmin (t) change de signe, ce circuit 
stoppe la génération des fonctions. À la sortie de l'inverseur 5, 
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on enregistre la valeur du jeu —v, — —max zmin (£*), et à la 
sortie de l’intégrateur 4 qui remplit les fonctions d’un mesureur 
du temps, la valeur {* correspondant à la fréquence optimale de 
répétition de la stratégie pure I. 

Lorsqu'on résout des problèmes de jeux de dimensions 2X m 
on n'a nul besoin de déterminer les fonctions de règlement moyen 
z (t) et leurs équations différentielles déterminantes. Toute la pro- 
grammation, y compris le choix des échelles, s’effectue par transfor- 
mation de la matrice du jeu. Développons cette méthode sur l’exem- 
ple d’un jeu 2 >“ 5. Soit donnée la matrice 


—6 —1 1 4 7 
7 —2.6 3 —2] 

Dans la première étape de la programmation, on choisira les 
échelles des données initiales. Pour cela cherchons l'élément domi- 
nant en valeur absolue de la matrice du jeu. Le nombre 7 en l’occur- 
rence est arrondi par excès à 10 pour la commodité des calculs. 
La grandeur de l'échelle est donnée par l'expression standard 


100 
m. = 40 — 10. 


Dans la deuxième étape on multiplie la matrice du jeu par la 
valeur de l'échelle. On obtient 


—60 —10 10 40 70 
| 70 —20 60 30 —20 | 


On rappelle que les stratégies optimales du jeu initial sont invariantes 
par rapport à la multiplication de la matrice du jeu. Seule varie la 
valeur du jeu, laquelle est multipliée par m.,. Donc la multiplication 
de la matrice par l'échelle est une opération admissible, puisqu'elle 
laisse invariantes les stratégies optimales. 

Dans la troisième étape, on détermine les conditions initiales 
et les coefficients de transfert des intégrateurs générant les règle- 
ments moyens pour diverses stratégies pures qui sont au nombre de 
cinq. Pour cela on transcrit la deuxième ligne de la matrice de la 
deuxième étape, puis on porte sous chaque terme de cette ligne la 
différence entre les éléments de la deuxième et de la première ligne. 
En divisant cette différence par 100 on obtiendra les coefficients de 
transfert des intégrateurs : 


m,z (0) 70 —20 60 30 —20 (I) 
m,z" 130 —10 50 —10 —90 (IT) 
a 1,3 0,1 0,5 0,1 0,9 (111) 
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On remarque que la ligne (I) représente les conditions initiales 
de tous les intégrateurs à l'échelle m.. La ligne (11) donne les valeurs 
des dérivées de la fonction z(t) à l'échelle m.. 

Le schéma de commutation conçu pour la machine MH-7 est 
représenté sur la figure 12.3. Les intégrateurs 5, 6, 7, 8, 15 sont 
utilisés pour la génération des fonctions 2, (f), ze (t), zs (t), z« (t), 
z(t). Ce schéma peut fonctionner en deux régimes selon que l'arrêt 
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(44) Gg Mrs Hi | CR pr Éprogrammee 
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Fig. 12.3 


programmé à été organisé à l’aide de l’amplificateur Z6 ou de l’ampli- 
ficateur J4. 

Dans le premier régime qui correspond à l’organisation du stop 
à la condition de passage de u4 (£) par la valeur zéro, pendant une 
seconde sont visibles sur l'écran de l'indicateur la fonction m,Zzmin (t) 
et sa dérivée sur la plage admissible [0, 1] de variation de la fré- 
quence de répétition de la première stratégie. 

Dans le deuxième régime, le stop est organisé à partir de l'ampli- 
ficateur 14 à la condition de changement de signe de la fonction 
Zmin (t). Le temps de génération sera enfgénéral inférieur à une 
seconde. L’instant d'arrêt t* qui est compris dans l'intervalle [0, 1] 
est déterminé par le maximum de la fonction zmin (t). À cette valeur 
t* correspond la fréquence optimale de répétition de la première 
stratégie. La valeur t* est délivrée à la sortie de l'intégrateur 76, 
Te la valeur de la tension initiale (la condition initiale) doit être 
nulle. 
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On rappelle que le circuit de commande préprogrammée inter- 
rompt l'intégration non pas à l'instant même de réalisation de la 
condition, mais au bout d'un temps nécessaire à la réponse des 
circuits à relais d'arrêt de la machine. Pour atténuer l'influence 
du retard sur £* et max zmin (t), il faut appliquer aux entrées de 
tous les intégrateurs une tension non pas de 100 mais de 10 volts 
par l'intermédiaire du circuit composé du diviseur Div et des deux 
inverseurs Z et 2. Le temps de génération de la fonction z;1n (t) 
sera alors de 10 secoudes au lieu d’une. En mettant le problème 
sur un calculateur analogique, on a intérêt à étudier tout d’abord 
les variations de la fonction zm1n (t) en premier régime. Puis, une 
fois qu'on s’est assuré de l'existence d’un seul maximum dans l'inter- 
valle [0, 1], on passe à l’organisation du deuxième régime pour la 
résolution directe du problème. Cette suite d'opérations est dictée 
par l'existence de deux cas où le circuit de commande préprogrammée 
est susceptible de ne pas fonctionner. 

Le premier cas correspond au jeu à point selle. Ainsi, le jeu 


6 
de matrice Lo 3 possède un point selle correspondant au gain 5. 


Fig. 12.4 


La fonction Zmin (t) est représentée sur la figure 12.4, a d'où il 
ressort que sur l'intervalle (0, 1] max zm1n (ft) est atteint pour {* — 
= 1; on remarque que pour t = 1 la dérivée ne change pas de signe, 
donc l'arrêt de la machine ne peut se produire à la condition de 
changement de signe de la dérivée Zmin(t). 

Le deuxième cas se présente lorsque zmin (t) est de la forme repré- 
sentée sur la figure 12.4, b, où le segment horizontal correspond 
à MAX Zmin (t). Il est clair que tout {* E [tf, 1°] assure une stratégie 
optimale. La machine ne s'arrête qu'aux bornes de cette plage, 
i.e. en { ou t. Ce cas est critique. La moindre variation du gain 
de la stratégie pure correspondant au gain moyen z, (t) lève cette 
indétermination. 
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$S 3. Exercices 


Etant données les matrices de jeux de dimensions 2 X m, on 
demande de 

1. construire le schéma de commutation générant la solution 
du problème ; 

2. résoudre le problème et le rendre à somme nulle; 

3. déterminer pour les stratégies actives le domaine critique 
O (Gins Gex) de variation des valeurs des gains a;x, a, pour lesquel- 
les les stratégies restent actives: construire en les coordonnées 
Gi» Gex les domaines en lesquels les stratégies restent actives: 


41 —92 34 47 55 23 21 20 24 
5 |” 61 52 O 16 Si 6) es 18 27 “| 
71 24 27 34 41 
2) ra 12 mi à cL pr 31 22 sh 
91 —65 —56 —15 100 72 9% 0 
3 [7 32 —74 —61 Er) 9) | 80 223 —81 4 
& 0 53 —926 32 76 O0 
9 lé 7 A 9 [° 57 21 922 4 
11 18 24 30 24 3 54-71 971. 
9) ke 30 24 23 ue 10 | _» 24 42 —63 79 D 


CHAPITRE 13 


RÉSOLUTION DES PROBLÈMES 
DE PROGRAMMATION LINÉAIRE 


$ 1. Position des problèmes de programmation 
linéaire 


Les problèmes de programmation mathématique (planification) 
étudient les méthodes les plus efficaces d’utilisation ou de distribu- 
tion de ressources en quantité limitée afin d'en tirer le meilleur 
profit. 

La nécessité d'élaborer la meilleure méthode de gestion (le plan) 
selon un certain critère se présente à tous les niveaux de l'activité 
humaine. Ce qui situe la portée des méthodes de la programmation 
mathématique. 

La programmation linéaire est le cas particulier le plus simple 
de la programmation mathématique. Elle est caractérisée par son 
application aux processus [décrits par des expressions algébriques 
linéaires. Formulons un problème général de programmation linéaire. 

Supposons qu’à jun instant donné une entreprise dispose d’une 
certaine quantité de ressources de diverse nature. Par ressources 
on entend les matières premières, l'équipement, le personnel, ouvriers 
et cadres compris. Toutes ces ressources peuvent être utilisées pour 
la fabrication des articles les plus divers. On connaît par ailleurs 
le taux de participation de la i-ème ressource dans la fabrication du 
j-ème article, ainsi que le bénéfice réalisé par la jvente de chaque 
unité d'articles du type j. Il faut planifier le fonctionnement de 
l'usine de telle manière que la nomenclature d'articles produits 
assure le bénéfice maximal. 

Mettons ce problème en équation. Soient m le nombre de types 
de ressources ; z le nombre des divers articles, a;; le nombre d'unités 
de la i-ème ressource nécessaire à la production d’un article j; b, le 
nombre maximal d'unités de la i-ème ressource disponibles à l'usine; 
c; le bénéfice réalisé sur un article j; x; le plan de production de 
l’article j. La collection de nombres (x;, z+, . . ., z,) est appelée 
plan général de production. 

Le plan général doit être compatible avec les ressources utilisées, 
i.e. la quantité de ressource i mise en jeu par le plan ne doit pas 
excéder b;. Autrement dit, pour la ressource i on a l'inégalité linéaire 


Guils Fdiota + +0. + Gintn Li. 
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Dans cette inégalité, x; négatifs n'ont pas de sens, donc on admettra 
que z; > 0 pour tous les j = 1, 2, ..., n. Le bénéfice tiré de la 
réalisation de x; unités de l'article j sera égal à cry. Le {bénéfice 
total réalisé sur tous les articles vaut 2 (x,, ze, . . ., 2h) —= C2 + 
+ Cole FF... + Cntn. 

Le problème de programmation linéaire consiste à trouver le 
plan admissible (x;,, z:, . .., æ,) qui maximise la fonction revenu 
LL Lis ss Ti): 

Donc, la planification optimale de la production se traduit sur 
le plan mathématique par le choix d’un système de nombres x, ze, . .. 
«+. Zn Vérifiant les inégalités 


z,2>0; 1=1; 2; 5:70: 


13.1 
AiaTa alto + oo. + ainTn Li: i=1,:2,5:.;mn; À ) 
et tel que la forme linéaire 
Z(Tis Los oo En) = À CyTS (13.2) 
j=1 


soit maximale. 

En programmation linéaire, on a souvent affaire à des problèmes 
dont les valeurs initiales des paramètres sont affectées d'erreurs. Il 
est donc très important d'étudier le comportement de la solution 
pour une certaine variation des données initiales. Cette étude fait 
l’objet d’un chapitre à part, encore mal développé, appelé program- 
mation linéaire paramétrique. 

Lorsqu'on résout des problèmes de programmation linéaire sur 
un Calculateur analogique on peut toujours, moyennant une transfor- 
mation convenable des coefficients de transfert des opérateurs, 
étudier la sensibilité du plan optimal aux variations des paramètres 
numériques du problème. 


$ 2. Méthodes du gradient 


Les problèmes de programmation linéaire peuvent être résolus 
de façon efficace sur machine à l’aide des méthodes du gradient 
de Sn des extrémums de fonctionnelles en présence de 
conditions ($ 4, chapitre 10). 

Introduisons les notations suivantes pour faciliter le choix des 
échelles des variables mathématiques figurant dans (13.1) et (13.2): 


ñn 


2(x)= D, (13.3) 
j=1 


TR a 20; i=1,2,...,m, z,>0, (13.4) 
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* 


ou 


1 b; ; 
2 pires Cu à = 2; 22 ns 
Cherchons tout d'abord la première variante des équations de 
gradient. Utilisons à cet effet la fonctionnelle auxiliaire (10.82), i.e. 


L(æ)=v5(&)—+ D hgt (x) sign gi (æ). 


i= | 


En tenant compte de (13.3), (13.4) et (10.83), on obtient le système 
d'équations différentielles cherché 


m vi LL) 


a atDal(-Da)se (1-5 à) ; (13.5) 
1= = J— 


Dans l'expression (13.5) on n'a pas tenu compte des contraintes 
z; > 0, car en vertu du $ 4, chapitre 10, leur réalisation sur machine 
est facilement accessible. Elle nécessite une seule contre-réaction 
supplémentaire, sous forme de diode, bouclant l’amplificateur opé- 
rationnel qui délivre la variable z;. 

Si l’on se sert de la fonctionnelle auxiliaire (10.84), i.e. 


I (x) = yz (x) — à À | gi (x) | sign gi (x), 


on obtient la deuxième variante des équations différentielles de 
gradient qui donne la solution du problème (13.3): 


m LL 


dx Y À . 
Ra; 2e en 2e , (13.6) 
me j= 


z,>0; 11, 2:20 


$ 3. Exemple 


Illustrons sur un exemple simple la méthode de programmation 
des calculateurs analogiques pour la résolution des problèmes de 
programmation linéaire. 

On demande le circuit de maximisation de la forme linéaire 


= lp T2 
2= 3 + 


$ 3] EXEMPLE 253 
avec les contraintes 


er m)= —1+ntm>0; gr m)=1—-$- 220; 


TZ 


3 20; 20; 220. 


£a (ss 22) = 1 — + 


Le système de contraintes est vérifié par les sommets du penta- 
gone convexe représenté sur la figure 13.1. 

Pour résoudre ce problème nous allons nous servir de la fonction- 
nelle (10.82) qui, en vertu de (13.5), conduit au système d’équations 
différentielles de plus rapide montée 


‘ 1 : 1 ‘ 
te À (ga Sign ga 82 Sign g2— + 83 sign &s) : 


; | ‘ 1 : 
= A (gssign gi ——grsign ge—gssigngs) ; (13.7) 


2,20; 2220; xi(0)=710; T2 (0) = T20. 


Le schéma de commutation correspondant à (13.7) est représenté 
sur la figure 13.2. Il assure la résolution de (13.7) dans la position 
des contacts du relais opérationnel qui est représentée sur le schéma. 
Le choix des échelles des varia- 
bles mathématiques s’effec- 
tue à l’aide du potentiomètre 
disposé à l'entrée 4 de l’in- 
verseur /. Une unité de cons- 
tante mathématique corres- 
pond à 20 V de tension élec- 
trique. Le coefficient y est 
donné par le potentiomètre 
à l'entrée 16 de l’inverseur 4. 
Les termes Àg,sign g, (i — 
— 1, 2, 3) des seconds mem- 
bres des équations (13.7) sont Fig. 13.1 

réalisés à l’aide des amplifica- 

teurs opérationnels 11, 9, 10 à contre-réaction à travers des diodes. 
Les contraintes x, > 0 et x, > 0 sont générées par les inverseurs 
2 et 3 à contre-réaction à travers des diodes. Les trajectoires du 
point représentatif pour diverses valeurs z;» Z:, Sont représentées 
sur la figure 13.3. Les trajectoires présentent des cassures aux points 
situes sur les droites-contraintes. 
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Le problème de programmation linéaire, résolu à l'aide du schéma 
13.2, peut être généralisé. En effet, si l’on change le signe de la cons- 


LT 


T2 
Fig. 13.3 


tante à l'entrée du circuit de commande préprogrammée, la machine 
commence à maximiser la forme quadratique 


avec le même système de contraintes. 


$ 4. Exercices 


Composer pour le calculateur analogique MH-7 les schémas de 
commutation de résolution des problèmes suivants de program- 
mation linéaire. Visualiser la solution sur l'écran de l'indicateur, 
veiller au régime de glissement. Etudier la sensibilitéfdu plan optimal 


>. 


à une variation de 10 %, 15 % et 20 % des caractéristiques numéri- 
ques de la forme linéaire à optimiser 


1. z = 47, + 27, (max); 
Bo — Z LI; "2x, + 3x, < 18: 
27, — 7 <10;, 2 2>0; rx >0. 
2. z = 3x, + 4r, (max): 
3x, + 15z, << 15; 52, + 2x, L10;: 2,20; x > 0. 
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8. z = 271 + 3x, —> (max); 


3x + 4r <6: rt tr >i;: mu >0; ze > 0. 
4. z = 2x, + 3x, (min); 


3 +222>6; mn +424; a >0; x 20. 


5. z = 6x, + 4x, —+ (min); 
27 + Ts 2 33 2 — 27e K 2; 
3m +Tr2Z>0; —n +22 > 1; 
mu >0; 2 >0. 
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DESCRIPTION SOMMAIRE DU CALCULATEUR 
ANALOGIQUE MH-7 — 


Ee , É 
Ds 
tes 
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Destination et caractéristiques. Le calculateur analogique MH-7 
est orienté vers l'étude des processus physiques, décrits par des 
équations différentielles non linéaires d'ordre non supérieur à six. 

La figure A.1 nous donne une vue générale de la machine. L'en- 
semble du calculateur MH-7 est composé d’un bloc principal MH-7, 
d'un bloc d'alimentation 9CB-6, d’un indicateur cathodique H-5M, 
de cordons de connexion et de cavaliers. 

Les opérateurs sont construits sur la base d’un amplificateur 
opérationnel à courant continu à gain élevé. Le bloc principal de la 
machine comporte 18 amplificateurs opérationnels, 10 condensateurs, 
des résistances, des diodes, des générateurs de fonctions amovibles, 
des multiplieurs. En combinant de diverses façons ces éléments et 
opérateurs avec l’AO on obtient des circuits permettant d'effectuer 
les différentes opérations mathématiques: addition, intégration, 
dérivation, multiplication, génération de fonctions de la forme 
y —= œ (x) et certaines opérations logiques. 

La connexion de l’AO avec les éléments ou les opérateurs s’effec- 
tue sur le panneau de commutation situé en haut de la machine, 
auquel aboutissent les entrées et sorties des opérateurs. 

Le bloc principal du calculateur MH-7. Le bloc principal est 
constitué d'’amplificateurs opérationnels, d'un panneau de commu- 
tation avec les éléments des circuits d'entrée et des circuits de contre- 
réaction, d'un jeu de circuits d’entrée amovibles pour la formation 
de générateurs de fonctions et de multiplieurs, d'un circuit de com- 
mande, de contrôle et de signalisation. 

1. Des 18 amplificateurs opérationnels, 16 sont utilisés pour les 
opérations de calcul, les deux autres assument des fonctions spéciales 
dans le circuit de commande et de contrôle de la machine. Les ampli- 
ficateurs opérationnels du calculateur MH-7 sont des amplificateurs 
de courant continu du type YIIT-4 présentant les caractéristiques 
suivantes : 

— gain sans contre-réaction : supérieur à 40 O0; 

— dérive de la ‘tension de sortie ramenée à l'entrée: non supé- 
rieure à +3 mV en 10 mn lorsque l’amplificateur travaille en inver- 


17-0654 
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seur; non supérieure à +120 mV en 100 s pour ÀC = 1, en mode 
intégration ; 

— tension de sortie: comprise entre —100 V et +100 V; 

— charge minimale: 10 kQ (avec une résistance d’anode sup- 
plémentaire dans l'étage de sortie). 

2. Le panneau de commutation est situé dans la partie supérieure 
du bloc principal. Son schéma de principe est représenté sur la 
figure A.2. 

Le panneau de commutation sert à: 

— la commutation des circuits des opérateurs (pour la réalisation 
d'opérations mathématiques linéaires et non linéaires); 


Fig. A.1 


— la connexion des opérateurs en vue de la résolution d’un pro- 
blème d'après son schéma de commutation; 

— la composition de circuits auxiliaires servant à la mesure 
du temps et des tensions électriques. 

Par ailleurs le panneau de commutation est utilisé pour l'affichage 
des coefficients de transfert des opérateurs. 

Les amplificateurs opérationnels sont symbolisés sur le panneau 
de commutation par des triangles numérotés de 1 à 16. 

La première colonne d’'AO à partir de la gauche (1 à 4) et les 
circuits d'entrée et de contre-réaction sont destinés à la formation 
d'amplificateurs d'échelle et de sommateurs. L'entrée de chaque 
AO est reliée à six bornes montées en parallèle. Chaque amplificateur 
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possède quatre entrées : deux sous forme de résistances fixes, deux 
sous forme de potentiomètres. Par ailleurs chaque AO renferme 
deux résistances dans Île circuit de contre-réaction, qui sont branchées 
à la grille au moyen de cavaliers. On peut connecter à l'entrée de 
tout amplificateur une résistance quelconque d'un autre amplifica- 
teur à l’aide d’un cordon de commutation. 

La deuxième colonne d’amplificateurs opérationnels (5 à 8) 
est destinée à la constitution d’intégrateurs, de sommateurs inté- 
grateurs et de sommateurs. Les circuits de contre-réaction de ces 
amplificateurs peuvent recevoir, moyennant des tumblers, soit un 
condensateur (de ÎuF) soit une résistance (de 1MQ). 

La troisième colonne d'amplificateurs opérationnels (9 à 12) 
remplit les mêmes fonctions que la première. 

La quatrième colonne (13 à 16) permet d'organiser divers opéra- 
teurs, en l'occurrence des opérateurs de dérivation par les entrées 
95 à 58, des sommateurs intégrateurs sur la base des AO 15 et 16, 
des sommateurs sur la base des AO 13 à 16. 

L'amplificateur 17 est utilisé dans le circuit de tension d'étalon- 
nage ou dans le circuit de commande préprogrammée. L'amplifica- 
teur 18 sert de base à une source de tension de —100 V. 

Les rectangles B, à B, gravés sous les symboles des amplifica- 
teurs figurent les blocs de générateurs de fonctions et les multiplieurs. 
Ils sont munis de douilles d'entrée et de sortie auxquelles on branche, 
au moyen de cordons de commutation, les entrées ou les sorties des 
divers AO en vue de former les générateurs de fonctions et les multi- 
plieurs nécessaires. 

Pour la constitution des divers opérateurs à diodes on a disposé 
dans la partie droite du panneau de commutation 8 diodes dont les 
anodes et les cathodes aboutissent aux douilles du panneau de com- 
mutation. À côté des diodes sont situés quatre paires de potentiomè- 
tres qui permettent de régler la tension « +E » et « —E » entre 0 
et 100 V et de la débiter à l'endroit voulu du circuit. 

Au centre du panneau, entre les colonnes d'amplificateurs, on a 
placé 6 douilles de charges anodiques auxiliaires de 50 KQ (3 douilles) 
et de 20 kQ (les 3 autres). 

La connexion des entrées et sorties des opérateurs en vue de 
réalisation des schémas de commutation s'effectue dans la partie 
gauche du panneau de commutation, sur le champ de composition. 

Au centre du champ de composition on trouve 64 douilles qui 
sont l’aboutissement des circuits d’entrée des AO (1 à 16). Ces 
douilles sont placées dans un rectangle portant l'inscription BXOJIEI 
(ENTRÉES). Le rectangle qui porte l'inscription BHIXOJHEI 
(SORTIES) contient les bornes de sortie des 16 amplificateurs. 
Pour faciliter les commutations, la sortie de chaque amplificateur 
est reproduite en quatre exemplaires. Outre les sorties des amplifi- 
cateurs on a disposé ici des douilles auxiliaires où l’on recueille des 
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tensions +100 V et —100 V et les douilles A, à A, reliées par des 
câbles électriques aux douilles homologues situées aux divers endroits 
du panneau de commutation. 

Le cadre extérieur contient des douilles d'entrée (à raison de 
quatre par entrée) d'opérateurs non linéaires amovibles (Bxb1 à 
BxB4), les douilles BXOII et BHIXOI (ENTRÉE et SORTIE) 
du bloc de retard et 18 douilles BHEINHAA AÏITAPATYPA 
(APPAREILS EXTÉRIEURS) pour le branchement d’autres appa- 
reils ou pour le fonctionnement en commun avec un autre calcula- 
teur analogique. On trouve ici les douilles 1PO à 4PO reliées aux 
contacts de commutation des relais PO qui peuvent être utilisés 
pour les divers commutations programmées; Îles deux douilles 
« 1lux» (1 hertz) permettent de débiter des impulsions d’une fré- 
quence de 1 Hz. 

Au bas et à gauche du panneau de commutation sont disposées 
24 douilles BXOJIBI (ENTRÉES) numérotées 2, 4, 6, ..., 48. Ce 
sont les douilles d’entrée des potentiomètres destinés au réglage 
des coefficients de transfert des opérateurs. Les potentiomètres en 
question sont placés sur le panneau de commutation avant les sym- 
boles des amplificateurs et sont désignés par les mêmes numéros. 

À droite des douilles BXOJBI (ENTRÉES) est représenté le 
symbole du diviseur de tension sous forme d'un cercle avec l'inscrip- 
tion I (D) à l’intérieur et deux douilles : une d'entrée BX et une 
de sortie BEIX. Les douilles H9JT sont destinées à la connexion 
des entrées de l'indicateur électronique. 

Les 18 douilles BHIXOJHEI YCHJITEJIEN MH-7 (SORTIES 
DES AMPLIFICATEURS) situées au bas et au centre du panneau 
servent à la connexion des sorties des amplificateurs aux voltmètres 
V1 (douilles « + » et « — » ) et V2. A côté sont disposées les douilles 
des sources de tension +100 V. A droite des douilles des voltmètres 
Vi et V2 on trouve deux tumblers : STAJOHHOE HATIPAREHANE— 
IIPOTPAMMHBIH PEKHUM (TENSION ÉTALONNÉE — MODE 
PROGRAMMÉ) et OCTAHOB — IIEPERJIOUEHHE (ARRET — 
COMMUTATION) pour le choix du mode de fonctionnement du 
circuit de commande. A côté du premier tumbler sont disposées des 
douilles BX pour le réglage de la tension étalonnée, deux douilles 
d'entrée (« 1 » et « 2») pour le choix du mode programmé et deux 
douilles BBIX (SORTIE). 

A droite du deuxième tumbler on trouve trois douilles qui repré- 
sentent les contacts du relais PH. 

Les douilles V5, V6, V7, V8, V15, V16 et I, II, III, IV, V, VI 
HAYAJIBHEIE VCHIOBHA (CONDITIONS INITIALES) qui sont 
situées dans la partie droite du panneau de commutation servent 
à donner les conditions initiales. 

On trouve également sur le panneau de commutation quelques 
groupes de douilles anonymes reliées par un trait (les répétiteurs) 
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et des douilles de mise à la masse destinées à faciliter la commu- 
tation des divers opérateurs. 

3. Le circuit de commande, de contrôle et de signalisation est 
destiné à régler, contrôler et commander les opérateurs et les ampli- 
ficateurs. Il contient les blocs de commande; de réglage du zéro 
et de contrôle de l’AO; de donnée des conditions initiales et des 
perturbations constantes ainsi que d’autres blocs. 

Les principaux éléments de commande et de contrôle aboutissent 
au panneau de commande (1) (fig. A.3). 
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1) Le bloc de commande sert à la mise en marche de la machine 
et au réglage des modes suivants: YCTAHOBKA HVJIEH (RÉ- 
GLAGE DES ZÉROS), IOJNTOTOBKA (PRÉPARATION), PABOTA 
(CALCUL). 

Toutes les opérations préparatoires, y compris la composition du 
schéma de commutation du problème, sont effectuées machine en 
marche. Les blocs d'alimentation 9CB-6 s’alimentent sur secteur 
alternatif de 220 V. Pour cela il faut fermer les tumblers « 220 V » 
et « = 26 V ». A la suite de cette manœuvre s’allument les lampes de 
signalisation JI2, JI3 (L2 et L3) respectivement. Dès que le tumbler 
« —26 V» est fermé, la source d'alimentation débite une tension 
continue de 26 V dans les relais électromécaniques du circuit de 
commande. 

Les tumblers T4, T5 et T11 servent au choix du mode de fonction- 
nement de la machine. 

En mode JHONTOTOBKA (PRÉPARATION) on compose le 
schéma de commutation du problème posé, on établit les coefficients 
de transfert des opérateurs, on règle les générateurs de fonctions. 
Le tumbler T4 est en position PABOTA (CALCUL), le tumbler T5 
en position IOITOTOBKA (PRÉPARATION). 

En mode PABOTA (CALCUL) on donne les conditions initiales, 
les perturbations constantes et on résout le problème posé. Les 


264 ANNEXE 


tumblers T4 et T5 sont tous deux en position PABOTA (CALCUL). 
La machine est mise en marche par pression sur le bouton-poussoir 
K6 IIYCK (MARCHE). 

Si le problème posé est à résoudre en une seule fois on fait appel 
au tumbler T11 que l’on met en position OHHOKPAT (MONCO- 
COURSE). En ce mode la machine est commandée par un opérateur 
humain. Le bouton-poussoir K7 OCTAHOB (ARRET) commande 
l’arrêt de la machine; le bouton-poussoir K8 HCXONHOE IIOJIO- 
FREHHE (INITIALISATION) ramène la machine à l’état initial. 

Si l’on veut que la solution soit reproduite plusieurs fois on 
met le tumbler T11 en position IOBTOP (RÉPÉTITION). La 
position du tumbler T11 doit être toujours en accord avec celle du 
commutateur PEKMM PABOTEI (MODE DE FONCTIONNE- 
MENT) situé sur la face de l'indicateur H-5M, puisqu’en régime de 
répétition automatique de la solution la machine MH-7 est com- 
mandée par le bloc de programme se trouvant dans l'indicateur 
H-5M. 

2) Le bloc de réglage des zéros et de contrôle des amplificateurs 
assure la remise à zéro de tous les 18 amplificateurs opérationnels. 
Cette opération est réalisée par une variation des tensions appliquées 
sur les grilles des deuxièmes étages des amplificateurs à l’aide de 
18 boutons (P12) des potentiomètres marqués YCTAHOBKA HYJIEÏ 
VCHJIMTEJIEN (RÉGLAGE ZÉROS AMPLIFICATEURS). Pour 
contrôler les zéros des amplificateurs, on se sert de l'instrument à 
aiguille V1 à trois calibres de mesure. Le tumbler T13 H3MEPE- 
HHE — KOMIIEHCAUH# (MESURE — COMPENSATION) placé 
à gauche de l'instrument doit occuper la position H3MEPEHHE 
(MESURE). La borne « — » de l'instrument est alors automatique- 
ment mise à la masse. La deuxième borne est reliée à la douille 
+V1 du panneau de câblage. 

Pour le réglage des zéros, les amplificateurs sont branchés, 
l’un après l’autre, avec un cordon de commutation, à la douille 
+V1. Le réglage s'effectue d’abord sur l'échelle 2,5 V pour être 
précisé sur l'échelle 0,1 V. La commutation des échelles est réalisée 
par le commutateur 1114. 

Les 18 lampes à néon JI15 (L15) branchées aux sorties des ampli- 
ficateurs à travers des diviseurs haute impédance avertissent l'usager 
si les tensions de sortie des amplificateurs quittent la plage +100 V. 
Les lampes s’allument dès que la tension contrôlée atteint +105 V. 

3) Le circuit de donnée des conditions initiales et des perturba- 
tions constantes est doté de 6 potentiomètres dont les boutons (P16} 
ont accès au panneau de commande 1. Une tension de 100 V est 
appliquée en permanence sur les potentiomètres. Le signe de la 
tension est choisi à l’aide du tumbler T17. Les curseurs des poten- 
tiomètres aboutissent aux douilles du panneau de commutation. 
Ces douilles sont reliées par des cordons de commutation aux entrées 


DESCRIPTION SOMMAIRE DU CALCULATEUR ANALOGIQUE MH-i 265. 


des amplificateurs d'intégration auxquelles sont appliquées les 
conditions initiales (douilles Y5, Y6, V7, Y8, Y15 et V16). 

Le circuit de donnée des conditions initiales permet d'appliquer 
des perturbations constantes à n'importe quelle entrée des opéra- 
teurs. Le contrôle de la donnée des conditions initiales et des per- 
turbations s'effectue par une méthode de compensation à l'aide 
de l’instrument à aiguille V1 dont le zéro se trouve au milieu de 
l'échelle, ou bien à l’aide de l'instrument à aiguille V2 dont le 
zéro est à gauche de l'échelle, si la précision de +1 % suffit. Le 
tumbler T18 permet de changer les calibres de mesure (100 V et 
10 V), le tumbler T19 définit la polarité « + » ou « — » de la ten- 
sion mesurée. 

4) Le circuit de mesure d'après la méthode de compensation 
met en œuvre le schéma de la figure 2.9 complété par une source 
de tension étalonnée (l’amplificateur Y17 avec une résistance à trois 
décades dans le circuit de contre-réaction) et par le voltmètre V1 
(le tumbler T13 MESURE — COMPENSATION est en position 
COMPENSATION). Si l'entrée de l’amplificateur Y17 reçoit une 
tension de 100 V, on peut obtenir à sa sortie une tension quelconque 
comprise entre O et +100 V tous les 0,1 V. Pour effectuer les mesures 
on applique à l’une des bornes de V1 la tension de sortie de l’ampli- 
ficateur Y17 (en respectant la polarité), et à l’autre borne la tension 
mesurée. L'amplificateur est mis au mode TENSION ÉTALONNÉE 
à l’aide du tumbler correspondant sur le panneau de commutation 
de la machine. 

Marche à suivre pour la résolution des problèmes sur la machine. 

1. Mise sous tension. Fermer les tumblers « 220 V » et « 26 V ». 
Les lampes de signalisation JI2 et J13 s'allument aussitôt. 

2. Commutation des circuits des opérateurs. Placer les tumblers 
T4 et T5 respectivement dans les positions RÉGLAGE ZÉRO 
et PRÉPARATION. La commutation des opérateurs consiste à bran- 
cher aux amplificateurs de courant continu les circuits d'entrée 
de contre-réaction dont les numéros sont indiqués dans le schéma 
de commutation. La commutation s'effectue avec des cavaliers et 
des cordons de connexion. 

3. Réglage des zéros des amplificateurs. Même position des 
tumblers T4 et T5 que dans le point 2. Le réglage des zéros s'effectue 
à l’aide des 18 boutons P12 des résistances variables. Pour le contrôle 
on utilise le voltmètre V1 (avec le zéro central). Le tumbler T13 
doit être en position MESURE. Pour le réglage des zéros les sorties 
de tous les amplificateurs sont connectées successivement par des 
cordons de connexion à la douille +V1. Le réglage s'effectue sur 
l'échelle 2,5 V et est précisé sur l'échelle 0,1 V. La commutation des 
échelles est réalisée par le commutateur 1114. 

4. Commutation des opérateurs. La commutation est opérée avec 
des cordons de connexion sur le champ de composition dans la partie 
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gauche du panneau de commutation où aboutissent les entrées 
(64 douilles) et les sorties des amplificateurs. Les tumblers T4 
et T5 sont dans la position des pp. 2 et 3 

5. Affichage des coefficients de transfert des sommateurs et 
intégrateurs. Les tumblers T4 et T5 sont respectivement en positions 
CALCUL et PRÉPARATION. 

Les coefficients de transfert 0,1; 0,2; 0,5: 1; 2; 5; 10 des som- 
mateurs et 1 ; 10 des intégrateurs sont affichés au moyen d’une com- 
mutation adéquate des résistances des circuits d'entrée et de contre- 
réaction des amplificateurs. Si les coefficients de transfert ont 
d’autres valeurs leur affichage s'opère par l'intermédiaire des poten- 
tiomètres dont les entrées portent des numéros pairs. Pour faciliter 
l'affichage des coefficients on a disposé les douilles d'entrée correspon- 
dantes dans la partie gauche et en bas du champ de composition. 
La rangée supérieure de douilles numérotées 2, 6, 10, 14, 18,..., 46 
sert à l’affichage des coefficients de transfert entre 0 et 10, la rangée 
inférieure de douilles 4, 8, 12, 16, 20, ..., 48, entre O0 et 1. 

Si l’on a à afficher un coefficient de transfert compris entre 0 
et 10 (pour fixer les idées, 6) on prélève sur le diviseur de tension À 
(D) une tension de 10 V qu'on amène sur la douille correspondante 
(18, s’il s’agit de l’intégrateur 5). A la sortie de l’intégrateur 5, 
la tension est mesurée par l’un des voltmètres. Le curseur du poten- 
tiomètre est déplacé à l’aide d’un tournevis introduit dans la fente 
du potentiomètre. 

La position dans laquelle la tension de sortie de l'intégrateur 
est égale à 60 volts correspond au coefficient de transfert 6 donné. 
Lorsque le coefficient de transfert est compris entre 0 et 1 on agit 
de même, sauf que la tension appliquée à l’entrée est de 100 V et 
non plus de 10 V. 

6. Donnée des conditions initiales des intégrateurs. Les tum- 
blers T4 et T5 sont dans la position CALCUL. Les douilles des inté- 
grateurs V5, V6, V7, V8, V15, V16 qui sont situées en bas et à droite 
du panneau de commutation, sont reliées par des cavaliers ou des 
cordons de connexion aux sorties des potentiomètres I, II, III, 
IV, VI. Les sorties de chacun des intégrateurs sont branchées suc- 
cessivement par un cordon de connexion à l’un des voltmètres. 
En déplaçant les curseurs des potentiomètres P16 CONDITIONS 
INITIALES on obtient à la sortie de chaque potentiomètre la valeur 
désirée. La polarité de la tension est définie par le tumbler T17. 

7. Mise en marche de la machine et résolution du problème. 
Les tumblers T4 et T5 sont dans la position CALCUL comme au 
point 6. 

1) Lorsque le problème est résolu une seule fois le tumbler T11 
doit occuper la position MONOCOURSE, laquelle position doit 
correspondre à celle du commutateur de modes de fonctionnement de 
l'indicateur électronique H-5M. La machine est mise en marche par 
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pression du bouton-poussoir K6 IIVCK (MARCHE). En même 
temps s'allume la lampe de signalisation JI9. 

En vue d'interrompre la résolution pour « geler» les valeurs 
des variables machine on enfonce le bouton-poussoir K7 OCTAHOB 
(ARRET) ; la lampe de signalisation JI9 s'éteint aussitôt. Si l’on 
pousse de nouveau le bouton-poussoir K6 la résolution reprend 
à partir de l'instant où elle a été interrompue. Le bouton K8 HCXOJI- 
HOE TOJIOKEHME (INITIALISATION) ramène la machine 
à l'état initial; la lampe JI9 s'éteint, la lampe JI10 s'allume. 

2) S'agissant d'une résolution répétée, la position RÉPÉTITION 
du tumbler T11 doit être en accord avec la position respective du 
commutateur de modes de fonctionnement de l’indicateur H-5M. 
Celui-ci doit être mis au PE/KMM 2 (MODE 2). Dès cet instant la 
résolution est reprise automatiquement par la machine. 

8. Visualisation et enregistrement des variables machine à l’aide 
de l'indicateur H-5M et des voltmètres V1 et V2. 

1) Pour visualiser les variables machine et les observer dans le 
temps on relie les sorties appropriées des opérateurs aux entrées 
B1 et B2 (plaques de déviation verticale) de l'indicateur. Ces entrées 
sont disposées en bas et à gauche du panneau de commutation. 
Si l'on veut observer simultanément sur l'écran la variation de deux 
variables machine, on fermera le tumbler KOMMYTATOP (COM- 
MUTATEUR) situé sur le panneau de l'indicateur. 

Quel que soit le mode de fonctionnement de la machine, MONO- 
COURSE ou RÉPÉTITION, la durée du balayage de l'indicateur 
doit être réglée légèrement supérieure au temps de résolution (durée 
maximale du balayage: 250 s; durée maximale recommandée de 
résolution: pas plus de 150 s). 

2) Pour l'observation des variables machine u, = P1 (Us), Uo = 
— 2 (u3) en fonction d'une troisième variable machine w,, on relie 
les sorties appropriées des opérateurs avec les entrées verticales 
1 et 2 de l'indicateur. Sur les plaques de déviation horizontale on 
applique la variable u,. L'observation ne peut se faire qu'en mode 
MONOCOURSE. Le commutateur de durée du balayage doit occuper 
la position extrême gauche. Les échelles des variables observées sur 
l'écran doivent être concordées. Pour ce faire on procède comme 
suit : sur l'entrée verticale d'abord et sur l'horizontale ensuite, on 
applique une tension constante, de 100 V pour fixer les idées, puis 
en tournant les boutons des échelles de z et de y on s'arrange pour 
obtenir le même écart horizontal et vertical du rayon. 

3) Les valeurs des variables machine sont enregistrées au moyen 
des voltmètres. Pour cela, la résolution doit être interrompue soit 
à la main, soit automatiquement. Les tensions électriques sont 
mesurées par la méthode directe ou par la méthode de compensation. 


L'interruption automatique de la résolution s'effectue au moyen 
du circuit d'arrêt programmé. 
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